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Curso de introduccién a los estudios universitarios

A las y los ingresantes:

tBIENVENIDOS!

Es un placer para nosotros poder darles la bienvenida a
la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional del
Comahue, una de las mds grandes unidades académicas de
esta institucion.

Estan a punto de entrar en una de las mejores etapas de la vida.
Esto no quiere decir que vaya a ser fdcil. Se necesita mucha
dedicacion y sacrificio para obtener los resultados deseados.
Conocerdn nuevas amistades, grupos de estudio y mucha
gente, que al igual que ustedes, estardn poniendo su esfuerzo
para avanzar dia a dia. Sin duda, se topardn con obstdaculos
que deberdn sortear, pero abundaran los gratos momentos.

No olviden que estudiar de manera gratuita es una oportunidad
unica, pero para poder aprovecharla al maximo, deben poner
todo su compromiso. Esperamos que sus pasos por nuestras
aulas, constituyan una muy buena formacion que les permita
colaboraren la construccion de una mejor sociedad para todos.

Lossaludamosylesdeseamos unaetapaplenade superaciones.
Asi como tantos otros, nosotros somos egresados de esta
Facultad. Y si nosotros pudimos... justedes también!

Muchos éxitos y nuevamente, jjbienvenidos!!

Ing. Antonio Salvatore Ing. Salvador Canzonieri
Secretario Académico Decano
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FACULTAD DE
INGENIERIA

UNIVERsIDAD NACIONAL DEL COMAHE
————

Desde el Centro de Estudiantes de la Facultad de
Ingenieria, queremos darles la mas afectuosa
bienvenida

Han decidido dar un paso fundamental en el camino
a ser profesionales recibidos de la Universidad
Argentina, cruzar la distanciay hacerse presente, el
primerpaso.Enlaslineas quesiguen,introduciremos
brevemente, el sentido que interpretamos como
estudiantes acerca del rol que juega la Universidad
y particularmente la ingenieria en la sociedad.

La Universidad Argentina

Tal vez te suene raro, pero cada banco en el que
podés sentarte en esta universidad tiene un porqué.
No siempre fue asi. La universidad se concibe Laica
(libre de dogmas de la iglesia), desde 1918, fecha en
la que la lucha de los estudiantes de la Facultad
de Ciencias Médicas de la Universidad de Cdrdoba,
decidieron terminar conla opresion que las cupulas
eclesiasticas, ejercian en la Universidad. Desde
entonces la Universidad Argentina ha sido lumbrera
y modelo Latinoamericano, tanto en autonomia,
extension y transferencia universitaria, como en su
sistema de cogobierno en el que por primera vez, el
claustro estudiantil tuvo voz y voto; en la seleccidn
del cuerpo docente a través de concursos publicos,
como en el establecimiento de la libertad de catedra.
Este hecho fundacional para nuestras universidades
argentinas, redirecciona objetivos y enfoca esfuerzos
hacia la resolucién de los problemas que aquejan a
la sociedad, anticipandose medio siglo a las reformas
de Francia conocidas como el “Mayo Francés”.

¢Qué ha pasado desde entonces?

Nuestras universidades han sido blanco directo
de los distintos asaltos que ha sufrido el sistema
democratico del pais. Vanguardia en areas
tecnoldgicas de la region, precursora de las mas
modernas concepciones de la ciencia y la técnica
como vehiculo para una sociedad mas justa, es
claro que tal belleza no fuera blanco de ataques por
parte de quienes sostienen modelos extractivitas
y exportadores de materias primas, que ven en la
producciodn industrial un serio competidor adisputar
sus privilegios de clase dominante, pues situa a
la industria como ordenador social y generador de
divisas genuinas a las arcas del estado a través
de la produccidon de valor agregado, fronteras
adentro de la nacion Argentina. En complicidad con las
fuerzas armadas, han perpetrado golpes de estado
centrando ataques sobre la universidad publica,
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Palabras del CEFIUNC a los y las ingresantes
de la FAIN

como la nefasta y violenta “noche de los bastones
largos” (Dictadura de Ongania - 1966), cuyo blanco
principal fueron los laboratorios de investigacion

que eran el maximo exponente del desarrollo
nacional y Latinoamericano. Mas contemporaneo a
este tiempo, los anteriores promotores de los golpes
de estado, dejaron de golpear las puertas de los
cuarteles militares para empezar a promover las
mismas politicas econdmicas y educativas, esta vez
desde los estamentos del estado. En 1995 se aprueba
en un congreso nacional rodeado de docentes y
estudiantes protestando en contra de su aprobacion.
La Ley de Educacién Superior, vulnera la autonomia
universitaria, abre la posibilidad a la autofinanciacion
delasuniversidadesy el desentendimiento progresivo
delestadorespectode lafinanciacion de la universidad
publica. Hasta nuestros dias, sigue vigente, pese a una
férrea y mayoritaria oposicion estudiantil.

¢Cual es nuestro rol como estudiantes?

Desde el centro de estudiantes trabajamos en post
de contribuir al sano ejercicio de la memoria, de
la generacidon de conciencia critica de la realidad,
pero mirando hacia el futuro. Sabemos que somos
capaces de cambiar nuestra realidad, y por
eso nos damos a la tarea de luchar en todos los
terrenos, porque asi lo demanda la construccion de
un pais libre, auténomo y democratico. El centro
de estudiantes es tu casa en la facultad, siempre
seras bien recibido, mates mediante, para estudiary
ayudarte a avanzar en la carrera, asi como participar
de las actividades y compartir el camino hacia el
objetivo principal, que es ser profesionales al servicio
de la sociedad. Tenemos plena conciencia y certeza
qgue esta en todas/os la mejora de oportunidades,
tanto para quienes transitamos actualmente, como
para quienes vendran. Por ultimo, entendemos que
tenemos el desafio de transformar nuestra realidad,
de crear las herramientas necesarias para dar
sostén, vitalidad yproyeccidénafuturoalaresoluciéon
de los desafios que tiene por delante la humanidad,
llevar a nuestra sociedad a los niveles mas altos
de desarrollo humano. En estos tiempos en los que
han crujido las bases de las recetas neoliberales,
ha quedado claro que el bienestar general para
toda la sociedad a través de condiciones minimas
de acceso a vivienda, trabajo. salud, y educacion,
no alcanza con el mero crecimiento del PBI; si eso
no tiene su correlato en el estado como ordenador
de las tensiones que se producen en la estructura
econdmica, social y productiva.

FaIn-UNCo



Curso de introduccién a los estudios universitarios

Prologo

El ingreso a la Universidad marca el comienzo de una etapa de
la vida que se caracteriza por una mayor participacion en la
toma de decisiones de parte de los y las jovenes. Ser estudiante
universitario, estudiar una carrera particular es una eleccidon
personal en la mayoria de los casos.

Si en todos los momentos de la vida académica los y las
estudiantes deben asumir el protagonismo en su aprendizaje, en
la vida universitaria ese posicionamiento es indispensable y se
hace extensivo a todos los ambitos de la participacion estudiantil.

Asumir una actitud responsable como estudiante universitario
implica tomar conciencia, por un lado, del contexto econdmico,
social y politico en el que se inscribe la vida académica; por otro,
de las capacidadesy habilidades que pueden ser puestas en juego
para construir y transformar ese contexto. Asi, el protagonismo
deja de ser utopia y se convierte en practica.

La calidad de la ensehanza, la excelencia académica, la
optimizacion de los recursos materiales y humanos, son objetivos
cuyo cumplimiento no es patrimonio de quienes ejercen el
gobierno de la Universidad sino un desafio para todos los que
participamos en ella.

Estudiar en la Universidad Publica no constituye solamente un
privilegio; entranaal mismo tiempouncompromiso conlasociedad
que lo hace posible. Cada uno/a de nosotros/as puede-y debe-
elegir la manera de retribuir a la comunidad esta inestimable
posibilidad de formacion.

iBienvenidas y bienvenidos!

Directoray Coordinadoras
Dir. Ingreso y Permanencia

S5 FaIn.UNCo
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Comenzamos
la Facultad...

Para todos/as significara no solo aprender saberes académicos
(nuevos conocimientos, modos de estudiar y de mirar la realidad)
sino también aprender a vivir fuera de los espacios cotidianos
a los que estdbamos acostumbrados/as; apropiarnos de los
cadigos, lenguajes, lugares, modos de ser y hacer de esta nueva
institucion; aprender a conocer y a vincularnos con personas
desconocidas. Y, en algunos casos implicara, ademas, intentar
hacer todo eso en otra ciudad, lejos de los afectos mas cercanos.
Todo eso se aprende y se disfruta. A veces se padece un poco...
Pero siempre y en cualquier caso es valioso poder vivirlo.

En este primer capitulo del cuadernillo trabajaran sobre la
decision que estan tomando: la de convertirse en estudiantes
de una carrera universitaria y -en el futuro- en profesionales
de un determinado campo. Esta decisidon implica asumir ciertas
responsabilidadesy requiere actitudes que les permitan aprender
el “oficio” de ser estudiante universitario/a.

Para trabajar esto, vamos a ir de lo general a lo especifico. {Qué
quiere decir eso? Que empezaremos entendiendo qué es la
Universidad,cdmo se organizala UNComa, y a suvezrepasaremos
la historia y caracteristicas generales de la Facultad de la que
comienzan a ser parte: la Facultad de Ingenieria (FAIN). Esa
contextualizacidon nos servira para luego entender qué implica
ser estudiante universitario/a en esta Facultad, qué normativas
debemos conocer, y con qué herramientas, personas y areas de
la FAIN contamos.

jComencemos!

S5 FaIn.UNCo
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:Qué es la Universidad?

La Universidad es una institucion de educacion superior que abarca diversas Facultades, Centros
Regionales e Institutos y ofrece carreras de pregrado, grado y posgrado. No sélo se dictan carreras,
también comprende otras acciones como la investigacion, extension y centros de estudios.

Es importante conocer la historia de la institucidn, para entender por qué es como es. Por esa
razon, aqui te contamos sobre la organizacion de la Universidad Nacional del Comahue (UNComa) y,
particularmente, sobre la historia de su Facultad de Ingenieria (FAIN).

ACERCA DE LA ESTRUCTURA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL COMAHUE

El Estatuto Universitario es el conjunto de normas que rigen la vida institucional de nuestra
Universidad. Este se enmarca dentro de la Constitucidn Nacional y de la Ley de Educacién Superior.
Cada Universidad Nacional dicta su propio estatuto y se rige por él por eso decimos que las
Universidades Nacionales son “autonomas”.

Mediante la Ordenanza N° 470, aprobada el 9 de diciembre de 2009, el Consejo Superior de la
Universidad Nacional del Comahue aprobd el Nuevo Estatuto Universitario de la Casa de Altos
Estudios. En éste se establece y regula el funcionamiento de nuestra institucion.

En el capitulo 1° del “Titulo Primero: de la estructura académica, la ensenanzay la investigacion”, se
describe su estructura académica. Para que puedas conocer como se organiza la Universidad a la
que estas entrando, a continuacion, se transcriben algunos de sus articulos principales:

“Art. 1: La Universidad Nacional adopta como unidad académica basica al Departamento, organismo
que nuclea docentes e investigadores en disciplinas afines, para realizar las funciones de docencia
e investigacion dentro de las disciplinas de su competencia.”

“Art. 3: Las Facultades son las unidades mayores del sistema académico, agrupan a los
Departamentos afines, y tienen como mision entender en la organizacion y administracion de las
carreras ubicadas en el drea de su competencia’.

A continuacién, se presenta un esquema que ejemplifica lo descripto anteriormente, para que
comprendan como es la organizacion de la Universidad Nacional del Comahue:

1 Referencias

Facultades (Unidad Mayor)
Centros Regionales

Asentamiento

Escuela

Departamentos (Unidad basica)

Institutos de Investigacidn

T-DOOD

Departamentos que brindan
servicios a otras Facultades

O Universidad Nacional del Comahue

3% FaIn.UNCo



10 Curso de introduccién a los estudios universitarios # Ambientacion Universitaria

La UNComa esta fisicamente asentada en los territorios de las provincias de Neuquén y Rio Negro,
y tiene 12 Facultades, 2 Asentamientos, 2 Centros Regionales y varios Institutos de Investigacion.

Cada una de las carreras de la Facultad de Ingenieria tiene un Director/a de Carrera que:
e Coordina, junto con los Departamentos Académicos y la Secretaria Académica, la provision de
los equipos de catedra necesarios para el desarrollar de la carrera afin a su competencia.
e Supervisa el normal desarrollo del calendario académico.

e Conforma las comisiones ad - hoc, encargadas de la evaluaciéon de las Tesinas de Grado
realizadas por los Alumnos.

¢ Son los referentes de la Carrera.
* Preside la Comision de Seguimiento Curricular.

La Comision de Seguimiento Curricular (CSC) tiene como objetivo realizar una evaluacion
permanente del desarrollo del plan de estudios de cada carrera. Esta conformada por 3 docentes
(3 titulares y 3 suplentes) y 3 estudiantes (3 titulares y 3 suplentes). Podran integrar dicha comision
por un plazo de 2 anos. Los representantes son abalados por el Consejo Directivo.

Los requisitos para pertenecer como estudiantes a la CSC son,
tanto para titulares como para suplentes, tener el 65 % de la
carrera cursaday el restante el 60 % de la carrera cursada.

Mads informacidn en Resolucidon C.D.F.I. N° 175.

S3%: FaIn-UNCo
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Sobre el gobierno de la Universidad

La Universidad Nacional del Comahue es una institucion cogobernada, esto quiere decir que
participan de su gobierno todos los integrantes de la Universidad (estudiantes, docentes, graduados
y personal no docente)*, cada uno a través de sus representantes en el Consejo Superiory Directivo.

El Consejo Superior y la Asamblea Universitaria son los drganos maximos de gobierno, y estan
presididos por el Rector/a.

El gobierno de las Facultades y Centros Regionales esta a cargo de un Consejo Directivo y de un/a
Decano/a.

Consejo Superior

Se compone por el Rector, los Decanos, seis (8) representantes por el claustro de docentes,
dos (2) graduados, seis (6) estudiantes y seis (6) no docentes. Si aumentan los decanos, también
aumentaran en numero, los otros miembros del Consejo Superior (dicha proporcion se calculara
siempre a partir de la siguiente conformacion: 9 Decanos, 6 docentes, 2 graduados, 6 estudiantes
y 6 no docentes).

Entre sus funciones se destaca:
e Establecer la jurisdiccion superior universitaria.
e Dictar su reglamento interno.
* Dictar los reglamentos convenientes para el régimen comun de los estudios y disciplina general
de los establecimientos universitarios.

(*) Claustro de docentes:

Se integra por docentes de las categorias Profesor Titular, Profesor Asociado, Profesor Adjunto, Asistente de Docencia y Ayudante de
Primera que sean regulares o tengan otra condicion de revista.

Para ser electores los docentes regulares no tienen requisito de antigiiedad, mientras que los docentes que tengan otra condicion de
revista deben tener un (1) afio de vigencia en esa condicion.

Para ser candidatos los docentes regulares deben tener la misma condiciéon que para ser electores y los docentes que tengan otra
condicidn de revista deben tener tres (3) afos de antigliedad en esa condicion.

Claustro de graduados:

Pueden ser electores o candidatos por el claustro de graduados los egresados de las distintas unidades académicas quienes hayan
obtenido su diploma habilitante de carrera universitaria expedido por la Universidad Nacional del Comahue, que no tengan vinculacion
laboral con la Universidad.

Los graduados de otras universidades nacionales con iguales y /o equivalentes titulos a los de la Universidad Nacional del Comahue, pueden
ser electores en las unidades académicas correspondientes a su carrera universitaria siempre que acrediten actividad profesional no
menor de dos (2) anos en el &mbito cultural de la Universidad, y no tengan relaciéon laboral con la Universidad Nacional del Comahue.

Las listas de candidatos deben ser acompanadas de un programa de accién universitaria.

Claustro de estudiantes:

Son electores por el claustro de estudiantes todos los alumnos regulares de una carrera universitaria en la Universidad Nacional del
Comahue que tengan un (1) ano de antigliedad en la inscripcidn y hayan aprobado por lo menos dos (2) asignaturas en el afio anterior a
la eleccion.

Pueden ser candidatos por el claustro de estudiantes los alumnos que hayan aprobado por lo menos la mitad de las asignaturas que
componen el plan de estudios de la carrera en que estan inscriptos, o ser alumnos regulares de los dos ultimos anos.

Claustro del personal no docente:

Son electores por el claustro no docente, todos los agentes de planta permanente que tengan un (1) ano de antigliedad como agente de
la Universidad Nacional del Comahue.

Pueden ser candidatos los agentes que tengan dos (2) anos de antigiedad como empleados de la Universidad Nacional del Comahue y
figuren en el padroén del claustro no docente.

S5 FaIn.UNCo
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e Aprobar o desaprobar los planes de estudios, las condiciones de admisibilidad y las reglas
generales de revalidas de titulos profesionales extranjeros, proyectados por las Facultades y
Centros Regionales.

e AprobarlacreacidondelnstitutosoequiposdeinvestigacionapropuestadelasFacultadesyCentros
Regionales, fomentar la labor cientifica, cultural y artistica de las Facultades, Centros Regionales
y establecimientos de su dependencia y propulsar la extension universitaria, correlacionando las
tareas que en éste sentido deberan realizar las Facultades y Centros Regionales.

e Acordar por el voto de las dos terceras partes de sus miembros el titulo de doctor honoris
causa a las personas que sobresalieran en sus estudios o trabajos de investigacion.

e Designar, a propuesta de las Facultades o Centros Regionales, los profesores de las distintas
categorias.

e Aprobar el presupuesto anual de la Universidad, las cuentas presentadas por el Rector y la
inversion de los fondos asignados al Consejo, a las Facultades o Centros Regionales.

Rectorado

El Rector/a es el representante de la Universidad, y tiene los siguientes deberes y atribuciones:
e Convoca al Consejo Superior a sesiones ordinarias y extraordinarias, indicando en la
convocatoria los asuntos a tratarse.
* Preside las sesiones del Consejo Superior y las de la Asamblea Universitaria.
e Dispone la ejecucion de los acuerdos y resoluciones de la Asamblea y del Consejo.
¢ Firma conjuntamente con los Decanos de las Facultades los diplomas universitarios y los
certificados de revalida de titulos profesionales extranjeros.
¢ Recaba de las Facultades y/o Centros Regionales los informes que estime convenientes.
e Nombra y remueve, previo sumario, a los empleados de la Universidad cuyo nombramiento y
remocion no corresponda al Consejo Superior.
e Ejerce la jurisdiccion reglamentaria y disciplinaria en primera instancia en el asiento del
Consejo y del Rectorado.
e Tiene a su orden en el Banco de la Nacidn, conjuntamente con quien la reglamentacion designe,
los fondos universitarios.
* Dispone los pagos que necesiten verificarse con los fondos votados en el presupuesto de la
Universidad y los demas que el Consejo resolviere.
* Percibe todos los fondos por medio del tesorero y le da el destino que corresponde

El cargo de Rector/ay Vicerrector/a se renueva cada cuatro (4) anos, a través de la eleccion de una
féormula Unica, por medio del voto directo, secreto y obligatorio de todos los empadronados en cada
claustro de la Universidad.

Para postularse a Rector/ay Vicerrector/a se requiere ser ciudadano argentino, y ser o haber sido
profesor de Universidad Nacional Argentina.

Consejo Directivo

El Consejo Directivo esta integrado por ocho (8) representantes de los docentes; cuatro (4) de los
estudiantes; tres (3) de los no docentes y uno (1) de los graduados. Los representantes del claustro
de docentes se renuevan cada cuatro (4) anos, los de graduados y no docentes cada dos (2) anos y
el claustro de estudiantes anualmente.

S5 FaIn.UNCo
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Entre las funciones del Consejo Directivo, podemos mencionar:
e Velar por la aplicacion del Estatuto universitario dentro del ambito de cada Facultad y Centro
Regional.
e Apercibir o suspender a los profesores por falta en el cumplimiento de sus deberes.
e Proponer al Consejo Superior la separacion de docentes.
e Proyectar los planes de estudio y reglamentar la docencia libre.
e Determinar las épocas, el numero, orden y formas de la prueba de promocion.
e Reglamentar la expedicidn de los certificados en virtud de los cuales se otorgan los diplomas
universitarios.
e Determinar el numero de secretarios/as y reglamentar sus funciones.
e Considerar el informe anual presentado por el Decano, sobre la labor realizada, el estado de
la ensenanza, las necesidades de la institucidn, la asistencia de los profesores y la rendicion de
examenes.

Decano/ay Vicedecano/a
Son atribuciones y deberes del Decano/a:
e Convocar y presidir las sesiones del Consejo.
e Representar a la Facultad o Centro Regional en sus relaciones interuniversitarias y
extrauniversitarias y dar cuenta al Consejo.
e Expedir conjuntamente con el Rector los diplomas universitarios y certificados de revalidas de
titulos extranjeros.
e Cumplir y hacer cumplir las resoluciones de los Consejos Superior y Directivo.
¢ Resolver las cuestiones concernientes al orden de los estudios, pruebas de promocion,
obligaciones de los profesores y faltas disciplinarias de los alumnos.
e Ejercer la jurisdiccion disciplinaria dentro de la Facultad o Centro Regional.
Para ser Decano/ay Vicedecano/a se requiere ser o haber sido profesor de una Universidad argentina.
El Decano y Vicedecano son elegidos por el término de cuatro (4) anos, en una férmula unica, por el
voto directo, secreto y obligatorio de todos los empadronados en cada claustro de la Facultad. Se
aplicara un sistema de ponderacidén, que garantice las proporciones entre claustros establecidas
en la composicidn de los Consejos Directivo.

Asamblea Universitaria

La Asamblea Universitaria es el 6rgano maximo de gobiernoy tiene entre sus atribuciones modificar
el estatuto y decidir sobre la creacion, supresion y division de Facultades.

Sesiona como minimo una vez al ano, con caracter obligatorio.

Esta conformada por el Rector/a de la Universidad y todos los miembros del Consejo Superiory de
los Consejos Directivos de las Facultades y los Centros Regionales; y es presidida por el Rector/a o
en su defecto por Vice-Rector/a.

Para mdas informacion consultar el Nuevo Estatuto de Ila
Universidad Nacional del Comahue - Ordenanza N° 0470/09 -, en
Secretaria Académica de FAIN y/o en http://www.uncoma.edu.ar/
archivos/ord_0470_2009.pdf

&% FaIn.UNCo
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EXTENSION
UNIVERSITARIA

Para participar en el
mejoramiento de la
sociedad en la que se
inserta y para
estimular en futuros
egresados
COMPromiso en su
vida profesional

Fomenta y organiza las
relaciones v el
intercambio

de profesores, graduados
y alumnos con oltras
universidades del pais vy

BECAS

Para proporcionar
lgualdad de
oportunidades para
estudiantes y/o
graduados.

Sobre la funcion de la Universidad

La UNCo es
instrumento de
mejoramiento
social al servicio
de la nacion y la
region y de los
ideales de unidad

Estimula actividades
que contribuyan
sustancialmente al
mejoramiento social del
pais, al afianzamiento
de las instituciones
demaocraticas, v, atraves
de ello a la afirmacion

del extranjero,”
I delderacho yla justicia,

PUBLICACION ¥
DIFUSION

De la labor intelectual da
sus integrantes y de las
obras mas significati de
as obras mds signific :
dela argentina y universal

MNo se admiten
discriminaciones de tipo
religioso, racial, ideclbgico
¥ BCONOMIco,

Las misiones de la Universidad

Las misiones de la Universidad se resumen en tres grupos: docencia, investigacion y extension.
Docencia

Los docentes universitarios tienen las siguientes funciones: la ensenanza, la creacion cientifica,
tecnoldgica, literaria, artistica y cultural; la extensién universitaria y, cuando corresponda, la
participacion en el gobierno universitario.

La ensenanza tendera a favorecer la participacion activa y plena del estudiante en su formacién
y propendera, en todos los casos, a promover y ejercitar su espiritu critico, su capacidad de
observacion y de iniciativa, la vocacion cientifica y la conciencia de la responsabilidad moral.

aln.UNCo
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Investigacion

Corresponden a la Universidad, como responsabilidades insoslayables e indelegables:
e La creacion del conocimiento cientifico y el desarrollo de una capacidad tecnoldgica dentro de
su ambito.
e La formacidn, el mantenimiento y el perfeccionamiento de profesionales para la investigacion.
¢ La generacion, el mantenimiento y el mejoramiento de los correspondientes recursos fisicos.

Extension

La Universidad se compromete a realizar una labor organizada y permanente en el seno de
la sociedad, que propicie la dignificacion integral del hombre, la formacidn de una conciencia
democratica vigorosa y esclarecida y a la capacitacion cultural y técnica del pueblo. Son objeto
preferente de esta accidon los jovenes que no siguen estudios regulares, sobre quienes deben
proyectarse, a través de todos los medios idéneos disponibles, los beneficios del saber y las otras
manifestaciones superiores del espiritu.

Para conocer un poco mds...

+ Te invitamos a que leas el Estatuto Universitario de UNComa.
Podés pedirlo en Secretaria Académica de FAIN, o buscarlo en el
sitio web de la UNComa.

+ Para comprender la organizacion institucional de la Universidad
y de la Facultad:

. Averigua los nombres de las autoridades del Rectorado de la
UNComa, y del Decanato y las Secretarias de FAIN.

. Revisa los planos en la Agenda del Estudiante para conocer qué
Secretarias y Departamentos tiene esta Facultad, y donde se
encuentran.

+ Elabora preguntas y apunta dudas. Podras trabajarlas cuando
asistas al modulo de Ambientacidon Universitaria, o con las y los

docentes de cada carrera en las charlas respectivas. /

&% FaIn.UNCo
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1918 — 2018:
100 anos de la Reforma Universitaria

Durante el primer gobierno del radical Hipdlito Yrigoyen (1916-1922) estudiantes de la Universidad
Nacional de Cdérdoba protestaron contra lo que consideraban practicas autoritarias y dogmaticas
de quienes dirigian la universidad, sucediéndose los acontecimientos conocidos como la “Reforma
Universitaria de 1918".

Este acontecimiento marcé un momento bisagra en la historia de la Universidad Publica Argentina,
y gestd la ldgica de organizacion, misidn y pilares de la Universidad actual.

Los principios fundamentales de la Reforma Universitaria son:
¢ Autonomia universitaria,
e Cogobierno,
e Extensidn universitaria,
e Acceso por concursos y periodicidad de las catedras,
e Libertad de catedra, catedra paralela y catedra libre,
e Gratuidad y acceso masivo, que se efectivizé el 22 de noviembre de 1949 cuando se firmd
el decreto 29337 que suspendid el cobro de aranceles en las Universidades Nacionales,
pasando a ser gratuitas y considerando a la educacién universitaria como un derecho social
y no un privilegio.
* Vinculacion de docencia e investigacion,
e Insercidn en la sociedad y rol de la universidad,
e Solidaridad latinoamericana e internacional,
e Unidad obrero-estudiantil.

A un Siglo de este acontecimiento socio-histérico tan importante, volvemos a levantar las banderas
de la Reforma Universitaria para defender la Universidad Publica Argentina, con la obligacion y
compromiso de formar estudiantes comprometidos con la realidad social y futuros/as graduados
que contribuyan al pais.

\
AUTONOMI’A, Las universidades publicas nacionales poseen autonomia y autarquia.

g Cada universidad establece su misiéon y régimen dictando sus
AUTARQUIAY propios estatutos. Autonomia es la capacidad de las universidades
SOBERANI'A DE LAS nacionales para tomar resoluciones tanto en el plano académico como
en el institucional. Establecen su organizacion interna; eligen sus
UNIVERSIDADES autoridades, docentes y no decentes y establecen su perfil académico.
ARGENTINAS La autarquia universitaria puede definirse como la capacidad que
tienen las universidades nacionales para administrar y disponer de los
recursos asignados mediante la ley de presupuesto, asi como también
la capacidad plena para administrar los recursos propios que genera.
Las universidades nacionales tienen autarquia y autonomia, pero no
poseen soberania, entendiéndola como la potestad de fijar su propio
presupuesto. Es decir, el Congreso Nacional establece su presupuesto
anual y el Ministerio de Educacion, Ciencia y tecnologia de la nacién
fija los salarios en paritarias docentes y no docentes y establece las
retribuciones de las autoridades universitarias.

3% FaIn.UNCo
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La Facultad de Ingenieria: algunos
momentos de su historia

La historia de la Facultad de Ingenieria esta intimamente relacionada con el origen de la
Universidad Nacional del Comahue, con el desarrollo de las provincias en las que se asienta y con
los acontecimientos socio-histdricos que ocurrieron durante mediados del siglo pasado.

A continuacion, se presenta una linea del tiempo en el que se registran fechas y acontecimientos
importantes que nos sirven para entender el origen y creacion de esta Facultad y de las carreras
gue brinda, asi como la creacidon y organizacion de la Universidad de la que depende.

Golpes de Estado: Gobierno
Universitario intervenido

15 de Junio de 1955 e
T i Proceso de Nacionalizaciin:
S sanciona la Ley NO ! f
) il lucha estudiantil

14.408-Provincializacion de 1955 Y Pl feehi esticiant!
Territorios Nacionales, por la
cual Meuguén ¥ Fio Negro se -

convierten en provincias 19 de Noviembre

da 1957
Se sanciona la

= Constitucidn
Prowvincial de
Neugquén

R EEE RN

= - * 5 funda of COPADE
*  (Corporacidn para el
®  Desarolio del Newgudn) o«
. con el objetivo de
- L = planificar of desarroile #
. econdmico y proguctivo- *
1960 . . regional de la provincia
18 da Marzo - . e Meuguén
"
da 1962 - = . IR R
Felipe Sapag |
o5 glecto
gobernadar F‘J'Idt Jsulib de 1'I963
de Meuguén . - elipe Sapag es electo
4 ; AUEVAMEATE
29 de Marzo
de 1962 - =
Golpe de estado Asi, 1a Facultad de Ingenieria comenzard
que dejara sin L & funcionar an Chalged, en un pragio codids
efects 1a Eessisaaniassias por YPF.,
asuncidn del = " Las CAMTEraS GuE S8 COMENnzanin @ dictar
gobernador > i fueron: Ingenieris Industrial, Ingeniaria
H en Minas e Ingenieria en Petrdleo
= = 1965 "
1964 Se aprucha el estatuto .
Desde el COPADE 1965 organico provisionaldela | .. ...... Bs snsanns .
se envia a Nacidn L . Universidad Provincial * i primer decane fue Armande *
el proyecto para la || del Neugquén . Paris, jefe de tatieres de YPE
creackdn de la . i - .
Universidad .
Provincial del L | | i L mre s [ - .
MNeugquén [] = ¢Sabias que YPF, creada en 1922, fue la
1 . primera empresa petrolera del Estado en |
~ . & munda? '
1969 e
Con la resoluckin del Rectorade "R™ N*97 se 1
aprueban los planes de estudio de las carreras 1
de Ingenieria Industrial con 4
orientaciones: Petrileo y Minas, Quimica, - 1 29 de jullo de 1966 .
Electrotécnica y Mecénica 1 Neche de los bastones largos .
'
! :
= I B @ aErrrrzszsaras | B R ] .

Ingreso violento de fuerzas policiales a Facultad de
Ciencias Exactas de UNLP. Esto probocd despidos
¥ renuncias masivas, censura de contenidos de
. enseflanza y desmantelamienio de proyectos de

investigacidn y desarroilo clentifico en las
universidades pdabiicas
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eFT EETEEEmssEssEmsEETEEmL R,

Er @8 g2 pstablacit Jud COMBZANS &
funscianar &l 1 de enero de 1972 ¥ que
estaria asentads &0 e provincias de Bio
Megro ¥ Mewdoudn con sede cenlbral én
Neugudn Capital
Adamds, se establacid gue tardo
Bechar como Decancs seran designados
por of Poder Ejecutive Nacional

"aamammmmmamEw S

15 de Julio de 1971
Por meds de la Ley N*19.117/71 se
sancans la creacidn de la Universidad
Macional del Comahue, mediante o == EE
fusién de la Universidad Provincial del
1 ds Ensan de 1972 Meuquén y los Institutos Superiores de

Abre por primera vez
sus puertas la Ensefianza de Rio Negro

Universidad Nacicnal
del Comahue

CRCIC

1973
Traslado definitivo de la
Facultad de Ingenieria a e 1974
feeuquén Capital Ordenanza N® 003/74 aprueba los planes
: di estwdio para lod Profesorsdos de
= Matembticad, Fiica v Quimica.
I = o
« B predio de Challacd estaba cedido en &
= pristamo por 5 afios v ese plazo se - PR R R R R
. . . .
o hable acabado. Ademds, los estudlantes * . : En 1950 se entregd of truie 2 Jos  »
. reclaban fy necesioed o mejorar o DRimercs eoresados de Ln carrera -
«  sHuacidn de astamiento o Iy que se . 1976 N Téenico Superior &n Minas p
i encontraba ese ediici o S g st erss e ranast
- .
T T L 1978 .
Por medio de la Ordenanza N® .
1976 106, ol Asentamiento de T
Oedenanza W9 l.';l;l!.l’?l!u - Traspaso de Zapales pasas o depender de la
Prolesorado on Fisica a la Facultad de = b Facultad de [ngenieria
Ingenienia
I_ 1
e T
1977 I )
Ordenanea N° D65/T7 - Plan de estudios de £SABES QUE REPRESENTA EL LOGO DE LA UNComa?
la carrera Profesorado en Fisica. .
Ordenanea ME D667T - Plan de estudios de Repmma nuestra IDENTIDAD INSTITUCIONAL
la carrera de Profesorado de Quimica
i - -
TN
1981 q'!'q
= -

AWERSy

SR
[ i ‘I"i" — *;p;u%g

= o @ Estd compueste por elementos graficos propios de la culbura
mapuche, revalorizando simbolos de manifestaciones culturales de
comunidades de la zona del Comahue.

£ El logo s¢ basa en la imagen encontrada en ¢l Tambor de Machi o
Cultrum, que representa la divisién mitica del espacio mapuche, y en
representaciones humanas (o arquectipos) encontrados en pinturas
rupestres y artesanias mapuches.

= 2 El simbolo pretende significar:

* Insarcion an la regidn,

= Seres humanos como objetivo y destinatarios de la actividad
. o universitaria

1973

1985
Por medio de ka ordenanza
M*282 s aprueba ¢l plan
de estudios de la carmera de
Ingenleria Chwil

G

o =

1988
S COMVOCH 8 CONCLTED
publico para la creaciin
del kogo de la UNComa

[ Golpes do Estadar Gobiarno
| Universitario intervenida

Proceso e Nacionalizacidn:
mavilizacidn y lucha estudiantil

i
0
m Toma de edificios de Ciencias

Agrariss & Ingenieris (*)

(*) Los problemas presupuestarios, la emigracion de jovenes a otras universidades, el aislamiento en el que se encontraban los edificios,
y la necesidad de generar integracion regional y articular las carreras y contenidos con las necesidades del medio en el que se insertaba
la institucion, eran el motor de la lucha estudiantil por el reclamo de la nacionalizacién de la universidad.

)
H
&

6

e
s,
liyod

S
%

FaIn-UNCo



Curso de introduccién a los estudios universitarios #/ Ambientacion Universitaria

1989

1994
Comiengo del
dictado de las

carmeras de
posgrado de FAIN

1998
Se aprueba el
nueva plan de
estudio de los
profesorados en
Fisica y en
Quimica

19

Creacidn de la Comisidn Nacional de Evaluacidn y
Acreditacidn Universitria (CONEAL), organisma
desentralizado que comienza a evaluar y acreditar
calidad de educacidn unversitaria

20 de Julio de
1995
Se sancionala Ley
24,521, Ley de
Educacin Superiar
(LES)

o BB B R R R BN BB R B
& Las carreras, ademds de dejar de sar

* Industrisles con orientacidn, cambian fa

. duracidn de su plan de estudios a § afos

= s 8 & 8 % s % 8 % 5 ® 8 % 8 8 ® 8 8 8 B C

*
'
'

(" 30 de Mayo de 1997
Se aprueban los planes de
estudio de Ing. .
Mecinica, Ing. Civil, . et
Ing. Eléctrica, Ing.
Electrénica, Ing. &n
LF‘o‘lrdnlm; e Ing. Quimica

—
2001 vve.m Reorganizaciin del
Recorte presupuestars *  movimiente estudiantidl |
- -
S "asssssssslisaaanan
. Articulacidn con "
T conffictos de orden
. 2006 . gramial .
2005 Se crea Ln
Creacién de la ﬁmal';‘;ﬂm
Maestria en 2005 Seguidad
Intervenciin eghed-n L
A 1
miaenta Ambiente en |a
T construccitn
i
- ~ 18 de Noviembre de 2009
Por medio de la ordenanza N°
T 443 se aprueba el plan de
9 de estedio de Licenciatura en 1 de Septiembre de 2012
Septiembre de . Ciencias Gealdgicas Creaciin de Tutorias de la Facultad
2010 = ~ de Ingeniaria
Se aprueba el
doctorado en - -
Ensefianza de
Ciencias Exactas T
¥ Maturales { m
| = b
I > 2013
2013 -
Por médio de la ordenanza 104913 2012

& aprueba o doctorado en
Ingenieria, cuya primera inscripcidn
fue én &l 2015

Por medio de la ordenanza N® 994 se aprueba el

plan de la Maestria en Ensefianza de Ciencias de

la Educacidn con orientacidn en Fisica, Quimica ,
Biologia y Matematica

REFEREM

2004: Toma de edificios coma
mécanisma de rechazo & LES - CONEAL
2006 Reclamo de mayor participacitn
en toma de decisiones por parte del
estudiantade (democratizacidn del
gobierno universitario)

AN

Fuente: Elaboracidn propia en base a
bibliografia consultada. 2017.
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Carreras de grado

Ingenieria Civil (5 anos)
Ingenieria Eléctrica (5 anos)
Ingenieria Electrénica (5 anos)
Ingenieria Mecanica (5 anos)
Ingenieria Quimica (5 anos)
Ingenieria en Petrdleo (5 anos)

Profesorado en Fisica
(4 anos y medio, con titulo intermedio)

Profesorado en Quimica (4 anos)
Licenciatura en Ciencias Geoldgicas (5 anos)

Licenciatura en Tecnologia Minera
(5 anos - se dictaen Asentamiento Universitario Zapala)

Carreras de posgrado

Doctorado de Ingenieria
Doctorado en Ensenanza de las Ciencias
Maestria en Intervencion Ambiental

Maestria en Ensenanza de las Ciencias Exactas
y Naturales

Especializaciéon en Higiene, Seguridad y
Medioambiente en la Construccion

Para conocer un poco mas...
Para conocer un poco mas la Carrera que vas a iniciar, revisa
detenidamente su Plan de Estudios y contesta:
. ¢,Qué materias componen el Plan de Estudio?
. ¢Qué materias componen el Ciclo Bdsico?
. ¢Qué significa que las materias tienen correlatividades?
. ¢Qué se necesita para cursar las materias?
&y para aprobarlas?

&% FaIn.UNCo
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Ser Estudiante Universitario/a

¢Cuando soy alumno/a de la Universidad?

Se consideran alumnos de la Universidad Nacional del Comahue a aquellos que, habiendo satisfecho
las condiciones de admisiony cumplido con los requisitos documentarios de inscripcion, se inscriban
con el objeto de realizar actividades académicas. Una vez finalizado el tramite de inscripcion, el
Departamento de Alumnos te entregara el numero de legajo.

Para poder realizar actividad académica, es decir para ser alumno/a activo, tenés que cumplir con
el requisito de reinscripcion anual en la fecha que figura en el calendario académico.

Sino realizas la reinscripcion anual, no podras hacer ninguna actividad académica durante ese ano
(No podras cursar ni rendir).

¢Cuando soy alumno/a regular?

Sos alumno/aregular cuando te inscribis para cursar materias, las cursas y las regularizas segun
las condiciones establecidas por cada Catedra (cumplis con las obligaciones curriculares como,
por ejemplo, hacer trabajos practicos, parciales, etc).

Laregularidadlograda enunaasignatura sevence alostres(3)anos de haberterminado el cursado.
Vencido ese plazo tenés que rendir como libre o recursarla para dejarla nuevamente como regular.

Para mantener la condicion de alumno regular, deberas aprobar por lo menos 2 asignaturas
(materias) por ano.

Modalidad de aprobacion de los cursos regulares
e Aprobacion sin examen final (por promocion)
e Aprobacion con examen final
e Aprobacion con examen libre

En los programas de las asignaturas debe aparece explicado con claridad el sistema de aprobacion
elegido de cada materia/Catedra.

La inscripcion para los examenes finales se realiza hasta dos (2) dias habiles antes de la fecha del
examen. Si decidis no rendirla, tenés hasta dos (2) dias hdbiles antes de la fecha del examen para
anular la inscripcion.

Es muy importante que conozcas la ordenanza que regula tu situacion como Estudiante
Universitario/a: Ordenanza N° 640/96 “Régimen General de Administracion Académica de las
Carreras de Grado”

:Queé es el Calendario Académico?
Es el Calendario que elabora la Facultad para fijar y establecer las fechas y periodos en los que se
realizan los diferentes tramites académicos que rigen el ciclo lectivo.

&% FaIn.UNCo
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Alli podés consultar, entre otras cosas, los periodos de inscripciones, el inicio y finalizacidon de cada
cuatrimestre, y las fechas en las que podés rendir los examenes finales.

La vida politica de la Universidad es muy importante también. Tenés la obligacion de votar en
las elecciones universitarias para la eleccidon de Consejeros Directivos y Superior, asi como en
las elecciones estudiantiles que se realizan a fin de ano para elegir la conducciéon del Centro de

Estudiantes.

¢Donde puedo
realizar mis tramites
academicos?

:Qué es PEDCO?

Guarani

Siiterma de Geutidn Académics

EISIUGUARANI (Sistemade Gestionde Alumnos)
es la plataforma que utilizamos los estudiantes
pararealizarnuestrostramitesadministrativos,
algunos de ellos son: inscripciones a cursadas.
pedidos de certificados de regularidad,
rendimiento académico y mas. Una vez que
tengas tu numero de legajo podras ingresar
desde:

guarani.uncoma.edu.ar/fain

PEDC®

Plataforma de Educacitn
del Comahue

PEDCo (Plataforma de Educacion a Distancia)
es una plataforma que utilizan los profesores
para comunicarse con los estudiantes. En ella
se publican los resultados de los examenes
parciales y finales, apuntes de teoria, trabajos

practicos e informacién que el profesor
considere importante. Cuando tengas tu
numero de legajo, podras ingresar con

tu nuamero de documento como usuario y
contrasena en:

pedco.uncoma.edu.ar

3% FaIn.UNCo
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Direccion de Ingreso y Permanencia

La Direccion de Ingreso y Permanencia es un area de la Facultad de Ingenieria que tiene como
propdsito contribuir a la permanencia de las y los estudiantes, favoreciendo las condiciones de
aprendizaje a lo largo de toda la carrera. Atendiendo tanto las problematicas propias del ingreso
como las del egreso.

Se sabe que el ingreso a la Universidad no es una tarea sencilla para las y los jévenes que egresan
de la escuela media. Son muchos y muy profundos los cambios que deben enfrentar. Los amigos,
el establecimiento, la forma de estudiar, el vinculo con los docentes...todo es diferente. La tarea de
apropiacion institucional es muy compleja. Por ello, nos preocupamos y ocupamos como Facultad,
en su abordaje.

Las estadisticas que se manejan en las Universidades Nacionales son muy duras respecto de ese
“pasaje” entre la escuela media y la educacion superior; senalan que el mayor indice de desercion
universitaria se produce en los primeros dieciocho meses del ingresoy se situa entre el cuarentay el
cincuenta por ciento. En las facultades de ingenieria se manifiesta, ademas, un problema especifico:
la crisis de las formaciones cientificas en Argentina. Esto, a nivel del ingreso, se traduce en la falta
de estudiantes de ingenieria y de ciencias-en el ciclo de formacidn superior- y la alta desercién en
los primeros anos de las carreras.

Ante ese escenario desde la Facultad de Ingenieria disenamos e implementamos estrategias como
el sistema de Tutorias de Pares.

Los tutores/as son estudiantes avanzados/as que brindan orientacidon, apoyo, acompanamiento y

contencion a las y los estudiantes de los primeros anos, que son los tutorados/as (estudiantes de
los primeros anos).

sPara qué estan las Tutorias en la Facultad de Ingenieria?
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Desde el programa de tutorias se hacen talleres, ciclos de charlas, encuentros de tutores con
distintas actividades y diferentes estrategias para acompanarte en tus primeros anos en la
Universidad. Estudiamos en conjunto y te ayudamos a que construyas tu oficio de estudiante
universitario, especificamente de las carreras de la Facultad de Ingenieria.

Todas las actividades que desarrollamos se difunden en la cartelera de “Informacién para

Ingresantes”, en la entrada de nuestra Facultad, o en nuestra pagina de Facebook de Tutorias.

jPuedes contactarnos para lo que necesites!

s
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1 EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto de los nimeros reales, que suele denotarse con la letra R, esta compuesto a su vez por otros sub
conjuntos denominados: numeros naturales (N), numeros enteros (Z), niumeros racionales (Q) y los niumeros
irracionales (I). En la Figura 1.1 se muestra un esquema con la composicién del conjunto de los nimeros
reales; ndtese que, por ejemplo, el conjunto Z, estd compuesto a su vez por los numeros del conjunto N.

4 R
Q I

\

Figura 1.1: Conjunto de los numeros reales y sus subconjuntos.

1.1 NUMEROS NATURALES

Fue el primer conjunto de nimeros del que se tiene registro y surgié de la necesidad de contar objetos. Es por
esto que este conjunto es discreto (pasa, por ejemplo, del numero 1 al numero 2 sin que existan valores
intermedios), comienza en el numero 1 y no incluye el nimero cero ya que no era necesario contar objetos
que “no existieran”.

Estos niumeros, como todos los reales, estan ordenados, lo que nos permite representarlos sobre una semi-
recta como la que se muestra en la Figura 1.2

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

YT N N YT N N N N -

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 1.2: Semi-recta de numeros naturales.

Este conjunto puede escribirse como:

N={123,..,n,n+1,..}

1.2 NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los niumeros enteros surgid de la necesidad de registrar deudas (niumeros negativos) y, cuando
éstas se cancelaban, tener algun simbolo que indicara que no se debia mas nada (numero cero). Esto también
soluciona el problema de la resta del tipo a — b cuando ambos numero son naturales y ademas b > a. De este
modo, se genera una recta numérica que es infinita tanto para la izquierda como para la derecha, pero sigue
siendo discreta.

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

YT N N N N N >
0o,

) -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.3: Recta de numeros enteros.

Formalmente, los niumeros enteros pueden ser representados de la siguiente manera:
Z={.,-n—1,-n,..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..,n,n+1,...}

Un numero negativo puede ser considerado como un namero natural multiplicado por (—1).

&% FaIn.UNCo
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1.3 NUMEROS RACIONALES

Con el avance de las operaciones numéricas se introdujo el concepto de divisiéon entre numeros enteros,
operacion que, a diferencia de la suma, resta y multiplicacion (entre enteros), puede dar como resultado
valores intermedios (fracciones o numeros con decimales). De este modo se introduce el conjunto de los
numeros racionales denominado con la letra Q y que genera que existan entre dos enteros una infinita
cantidad de numeros intermedios. Esto hace que Q sea un conjunto denso.

| | | | L]
- j | >
0o 4
-0 Vs Vs s 1
Figura 1.4: Recta de numeros racionales.
Formalmente, este conjunto puede denotarse como:

Q ={%,m,neZ,n¢O}

Nétese que n es un nimero entero distinto de cero. Esto se debe a que no se encuentra definida la divisién por
el nimero cero. Ademas, esta definicidon deja en claro que un numero racional se puede obtener de la division

de dos numeros enteros.
Este conjunto numérico, puede ser escrito como fraccion o como un numero con decimales. Por ejemplo:

Tabla 1.1: Numeros racionales escritos como fraccion y con decimales

Ndmero como fraccién | Nudmero como decimal
1
- —-0,25
4
2 ~
= 0,6
3
1
_— 0,01
100

1.3.1 Numeros racionales escritos en forma decimal
Los numeros decimales son aquellos que cuentan con una parte entera y, luego de una coma, una parte
decimal como se muestra en la imagen a continuacion.

Centenas Unidades Centésimas

oo

1 2 3 , 4 5 6

f N

| Decenas | | Décimas Milésimas |
Parte Parte
entera decimal

Figura 1.5: Parte entera y parte decimal de un nimero.

En Argentina se separa la parte entera de un niumero de su parte decimal por medio de la coma “," y los miles
con punto “.". Muchos programas y calculadoras son de origen extranjero y utilizan esta notacion invertida.

Estos nimeros se pueden clasificar en:

Tabla 1.2: Clasificacion de numeros racionales
Tipo Caracteristicas Ejemplo
Numeros enteros No tienen parte decimal 2
Numeros decimales exactos Tienen parte decimal finita 2,25

Numeros periddicos Su parte decimal es infinita y sdlo periddica 2,3 =2,3333...
Nimeros periédicos mixtos Su parte decimal es mfm:'tla,'pero no completamente —2,24
periddica = —2,244 ...

)
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1.3.2 ;Cémo escribir un niumero como fraccién?
Una fraccion representa una division donde el numerador es el dividendo y el denominador es el divisor.

5(— Numerador

4(— Denominador

Figura 1.6: Partes de una fraccion.

Hay divisiones que son entre distintos nimeros pero dan el mismo resultado, por ejemplo §= 2y % = 2. Se

dice entonces que las fracciones que denotan esa divisidon son equivalentes; en la practica, siempre se debe
expresar la fracciéon con la minima expresion posible. Para esto, se divide numerador y denominador por un
comun divisor; en caso de no haber, se ha llegado a la minima expresion que se llama fraccién irreducible.
Por ejemplo:

12 12:3 4
9 9:3 3

1.3.3 Transformar una fracciéon a un namero decimal
Para expresar una fraccion como numero decimal, basta con resolver la division de forma manual o con la
calculadora.

1.3.4 Transformar decimales a fraccién

1.3.4.1.1 Numeros enteros

Los niumeros enteros son fracciones con el denominador igual a 1. Por ejemplo:

P 10="20
1 1

1.3.4.2 Numeros decimales exactos

Un decimal exacto se convierte en fraccion colocando en el numerador toda la expresién decimal sin comasy
en el denominador la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tenga el numero.
5 5:5

53 0,05 =156 = 1005 108 108:4 27

5

== -0,108 = — = - = ——
10 1 1000 1000: 4 250

0

53

N

1.3.4.3 Numeros decimales periédicos puros

Estos nimeros se convierten en fraccién colocando en el numerador toda la expresidon (sin comas) y
restandole las cifras no periddicas. En el denominador, tantos nueves como cifras periddicas tenga la
expresion. Por ejemplo:

05 6-0_6_63 21 g5y 31264—31 31233 31233:3
T 9 9 93 4 125-1 124 CPFT 999 T 999 T 999:3
_2 ’ - 99 _99 _10411
3 333

1.3.4.4 Numeros decimales periédicos mixtos a fraccién
Se convierten a fraccion colocando en el numerador toda la expresidon numérica, menos las cifras no

periddicasy en el denominador, tantos nueves como cifras periddicas tenga el nimero dado seguido de tantos
ceros como cifras decimales no periddicas. Por ejemplo:

&% FaIn.UNCo
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. 237-23 214 214:2 165021 — 1650 _ 163371

2,37 90 90  90:2 165021 = 900 9900
107  163371:3 54457
T 45 ~9900:3 3300
CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.1
1) Encontrar la fraccion irreducible
12 _ 4 . 5a x(x+y)
a = —_—= _— — 7 —
) % ®) ) 254 m) x
4 _ 1o _ o abe x(xty) _
b) -= f) Tos )] Pl n) =
64 _ 1848 _ alatb) _ 5 Xty
©) 2 & 3276 k) (a+b)(a-b) n) y
5
d) _1u h) 2352 _ ) (2+4b) _ 0) 0t _
7 252 2c(1+2b) 50y—15m

2) Convertir los siguientes niumeros racionales de forma decimal a fraccidon

a) 0,001 = d -1,3= e) 6321 =
b) -0,107 = e 7,20= f) —5,2513 =
¢ 05= f) 0,0035= g) 0,9=

1.4 NUMEROSIRRACIONALES

Si se observa la imagen donde se muestran los conjuntos (Figura 1.1), se puede ver que los numeros
irracionales (I) no contienen a los conjuntos vistos en los titulos anteriores. Esto sucede porque son nimeros
gue tienen infinitas cifras decimales sin una regla de formacion (sin ser periédicos), de modo que no pueden
ser expresados como numeros racionales (fracciones) y, por ende, como ninguno de sus subconjuntos.

Existen dos numeros irracionales conocidos y que los utilizaras reiteradamente a lo largo de tu carrera: el
numero pi (r = 3,141592654 ...) y el numero de Euler (e = 2,718281828). El resto de los numeros irracionales,
son obtenidos a partir de las raices cuyo resultado es real pero no es un nimero racional. Por ejemplo:

V2 =1,414213562 ... V5 = 1,70997594 ...

Queda entonces, con la unidn de este conjunto, completa la recta numérica real.

3% FaIn.UNCo
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2 OPERACIONES CON NUMEROS REALES

2.1 ADICION Y SUSTRACCION

La adicién (suma) es una de las operaciones mas elementales que se pueden realizar con numeros reales. Los
elementos que se adicionan se denominan sumandos y el resultado, total.

En este curso, se considerara la sustraccion (resta) como una suma donde alguno de los sumandos es un
numero negativo. De este modo, las propiedades mostradas en el cuadro a continuacion se aplican a ambas
operaciones.

Tabla 1.3: Propiedades de la adicion y sustraccion entre niumeros reales
Propiedad Definicion Ejemplos

542=245=7
Conmutativa a+b=b+a
5+4(-2)=5-2=-24+45=3

(4+1)+3=5+3=86
4+(1+3)=4+4=28

Asociativa (a+b)+c=a+(b+c)
(4-1)+3=3+3=606
4+ (-1+3)=4+2=6

2 2

(-3
Opuesto aditivo a+(—a)=0 3 3
—6+[-(-6)]=-6+6=0

25 N 0 25
Neutro aditivo a+0=a 3 1 3
-35+0= -35

2.1.1 Recordando suma de fracciones

Para realizar suma de fracciones, es necesario que tengan todas el mismo denominador. Para conseguir esto,
se busca el minimo comun multiplo entre los denominadores y se lleva las fracciones a su equivalente con ese
denominador. Por ejemplo:

e Silas fracciones tienen el mismo denominador, se pueden sumar directamente
2 + 4 _ 6 _
3 '3 3
e Sienlasfracciones uno de los denominadores es multiplo del otro, sélo una de las fracciones se modifica
1+1_1-2+1_2+1_3
2 4 22 4 4 4 4
e Silas fracciones tienen denominadores que no son multiplo, se debe buscar el minimo comudn multiplo

1- ‘3 2 3 5

= 4+ ——=— - = —

‘2 43 12+12 12

N
[uny

+

N
e
(o)}
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.11

a) -+-=
b) Z+2=
c) —+:-=

d 2-3=

1) Resolver las siguientes sumas

e) 173—24—0+ = i)
n 2-I4+2-= )
9 i-i-i- 0
hy —+2-2Z= 1)

a c
Ta=
a c
v e
a ¢ _
(b+d) (b-d)
a b
(b+c)2 ' (b+c)

2.2 MULTIPLICACION O PRODUCTO

La multiplicacidon puede considerarse como una suma reiterada. Los numeros que se multiplican se llaman

factores.

2.%.(-3).(2+a)

Factores

Figura 1.8: Partes de la multiplicacion.

En el cuadro a continuacidon se muestran las propiedades de esta operacion.

Tabla 1.4: Propiedades de la multiplicacion entre numeros reales

Propiedad

Conmutativa

Asociativa

Distributiva con respecto a la suma

Inverso multiplicativo

Neutro multiplicativo

Multiplicacién por cero

Definicién

Ejemplo
5-2=2-5=10

5-(=2) =(=2)-5= —10

(ab)-c=a-(b-c)

(4-1)3=4-3=12 6
4(1-3) =12

[4-(-1)] 3= —4-3=-126
4[(-1)-3]=4-(=3) = -12

(a+b)-c=ac+bc

(4+1)-3=5-3=15 6
4-341-3=12+3=15

(4-1)-3=3-3=96
4-3-1-3=12-3=9

a b 2 5 2-5 10
a 5 22 5-2 10
a'l—a 8§=8 1=
a-0= 5-0=0
fyg\%b%F
H ¢ FaIn.UNCo
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2.2.1 Recordando multiplicacién de fracciones

Al multiplicar fracciones, es conveniente que cada una esté en su minima expresion. Luego, se puede
simplificar “cruzado” (numerador con denominador y viceversa) y finalmente se multiplica “derecho”
(numerador con numerador y denominador con denominador). Por ejemplo:

3 53 15
11 1 11~

1
3 ( 4)_ 3:3 ( 4:4)_1 ( 1)_ 1
12 \ 15/ " 12:4 \ 153/ "3 \ 3/7 9

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.I1I1I
1) Resolver las siguientes multiplicaciones
2 5 44 8 64 6 9
A 377 °© = ®) 2115 & 35 %"
6 5 60 18 —
b) 255 = e B R G Ui e h -2 (%)) =
2) Resolver aplicando propiedad distributiva
a) (6a—3b) (—g) - d —(a+b)(c—d)= g) (a+b)(a—-b)=
b) Z(B+x)(x—-1)= e) (a+b)(a+b)= h) (a+b)(a+b)(a+b)=
©) (V3-V5)(V3+5) = H (a—b)a—b)= ) (a—b)a-b)a—b)=

2.3 DIvVISION

Como se menciond anteriormente, existen dos maneras de interpretar la divisién: como operacién o como un
numero racional. En la imagen a continuacion se ilustra la nomenclatura de cada uno de sus elementos.
Nétese que el numerador seria el dividendo y el denominador, seria el divisor.

Dividendo—> 347 8 |26 ~«—Divisor

087 1 3 3 <—-cociente
098

Resto — 2 0

/

Figura 1.9: Partes de una division

Se tienen las siguientes propiedades.

Tabla 1.5: Propiedades de la division entre numeros reales
Propiedad Definicién

Ejemplo

a:b # b:a 1:4=0,25y4:1=4
NO conmutativa
a b 1,24
b*a 21T

‘NIE4: FaIn.UNCo
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4 A s
(a:b)ic #a:(b:c) (4:1):3=4:3=§=1’30
4:(1:3) =12
. (a/b) a 1 a
NO asociativa T=E.;¢m /1) 41 4
2 _ 2224
_ ¢ 3 13 3
_a.E 4 =4 3—12
1/3) 1
.5
(a+b)ic=a:c+b:c (4+1):3= 3=1’6=§0
Distributiva con respecto a la suma (4+1):3=43+1:3=13+03=16
a+b a b
c Tte 441 _4 1.5 441 5
3 3'3.3 ° 73 73
aa a b_1
b'b ba 2,2y 2/ 5 10
Inverso multiplicativo — <_ _) =——. (_ _) =—=1
a/b a b 5 5 5 2/ 10
-2 =1
a/b b a
a:l=a
Neutro multiplicativo a 8:E =8:1= § =8
L. 2 1
1

2.3.1 Pensando divisiones como multiplicaciones
La divisidon puede ser pensada (como se muestra en el cuadro de propiedades arriba), como una multiplicacion
del dividendo por el inverso multiplicativo del divisor. Es decir:

c ad

a .
b'd b c
2.3.2 ALERTA DE ERROR INMINENTE I. Propiedad distributiva.

Hay que tener cuidado al aplicar la propiedad distributiva de la division. Notese que sélo el divisor
(denominador) es distributivo respecto a una suma en el dividendo (numerador) y no en viceversa. Es decir:

a ¢a+a
b+c b ¢
Por ejemplo:
1 _1 1+1_1+1_3+2_5
2+3 6 2'3 23 6 6 6

2.3.3 ALERTA DE ERROR INMINENTE II. Fracciones con mas de un renglén
En ocasiones, encontraras expresiones con racionales con “mas de un renglén”, por lo que es importante
saber como deben ser interpretadas. A continuacidon se muestran algunos casos con su interpretacion:

SHISTES

SRS
Il
SUES
QU o

Yy
G|G‘IQ
N——
I
SUES
(o}
oy
&|n|m
N—
I
Q
Q| o
S Q

Nétese que la linea que separa la division es un poco mas larga que la que separa al numerador del
denominador de la fraccion. Esto hace que en ocasiones no se utilicen los paréntesis en casos como el
segundo o el tercero.

&% FaIn-UNCo
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Otro recurso para obviar los paréntesis es expresar la fraccion con la forma a/b.

Entonces, por ejemplo: @ = “_ib

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.IV

1) Expresar como multiplicaciény resolver

4 8 4 70 49 _ 5,15 2
a) (=3):(-3)= 0 (=5):(-3) = D —nim" ) i
2) Re-escribir en forma de fraccion y resolver.
a) 2:3:6= c) (5+2):3= d) l:(§+1)=
3 4 2
b) 2:(3:6) = d 502+3)= e) (3_5):12
5 4
3) Resolver las siguientes divisiones
1 3 1431
2 = 5 — 4 3
a) Z= 0 f= e —&
3 _ 3,1 S S
b) 1= d Ti= N i-r=

WK

4) Aplicar, cuando sea posible, propiedad distributiva y resolver

1 ) e _
a) 4= ® =

2

1 a+b
b) = d 5=

2.4 POTENCIA
La potencia es una operacidén en la cual se multiplica la base tantas veces como indica el exponente (ver
imagen)

Exponente
» P

%4=2.2.2.2

Base

Figura 1.10: Partes de la potencia.

‘NIE4: FaIn.UNCo
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Sus propiedades son:

Tabla 1.6: Propiedades de la potenciacion.
Propiedad Definicién \ Ejemplo

(2:3)2=62=36
(a-b)"=a™-pm 6
22-32=4-9=36

(—%)3=(—§)(6—§)(—§)=—%

Distributiva con respecto
al producto

Distributiva con respecto

S m om
a la divisién (g) _a” 3 913 93 8
b/ T bm (__) =(_1)3<_) D .
3 3 33 27
j— 3 —_ = — —_ =
Producto de potencias de m. on man (=2°(=2) . 8(=2) =16
0 a"a =a [0}
igual base (=2)3(=2) = (=2)* = 16
3% 81
3h32=—=—=9
Divisién de potencias de A 3 9
igual base ara=mTa P

Potencia de potencia

3
3432 =_-=3*2=32=9

3

(@)™ = g™

(42)% = 163 = 4096
6
(42)3 = 46 = 4096

Potencias de base 1 1m=1 171000 — Ti000 = % =1

Potencias de base 0 c?;:r:;eoo 02=0
Potencias de exponente 1 at=a (=1000)* = —1000
Potencias de exponente 0 a®=1 (=1000)° =1

2.4.1 Potencias de exponente negativo
En el caso particular de que el exponente sea negativo, la potencia es equivalente a la potencia del inverso
multiplicativo de la base, elevado a un exponente positivo. Es decir:

&% FaIn-UNCo
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a~m n"
Sim es positivo, (E) = (E)

Por ejemplo:

(3)‘3 B (5 ® 125 g1t
5/ 3) 27 2
2.4.2 ALERTA DE ERRORINMINENTE 1. La potencia NO es distributiva con respecto a la suma

Nétese que el hecho de que no esté mencionada la propiedad distributiva respecto a la suma (o la resta),
implica que ésta no existe. Por ejemplo:

(5+3)2=8%2=64 y 52+32=25+9 =234
Teniendo en cuenta esta limitacidn surge el trinomio cuadrado perfecto y el cuatrinomio cubo perfecto que se
vera en la seccion de factorizacion.

2.4.3 ALERTA DE ERROR INMINENTE 2. Uso de paréntesis en propiedad distributiva
Es importante la correcta utilizacion del paréntesis al expresar y resolver las potencias. Notese que, por

ejemplo:
1\ 13 1 13 1
(_) - y Sz
2 23 8 2 2
O también
(-3)*=(-3)(-3)=9 y —32=-1-32=-9

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.V

1) Resolver aplicando propiedades
a) (_1)1284 — 2\ 2 3 . 1627~ 1.62 _
o (()) - D n

0 - 0 () ) e

o () () - o (O):®) - 0 QOO
ONGIENNE
1 84732 (azb_3)4a3a_7 B

5 (a—2b8)2

2) Determinar si las siguientes afirmaciones son V o F. Justificar en cada caso

a) 2°8=2%2° d) (2°)2=2° g) (—-3)2 =32
b) 24° =83 e) a?-b’=(a+b)a—b) h) 5-(59%=5
c) (8+3)?=8+3? f) 5%2=-10 i) 2a%+2a® = 4a?

2.5 RADICACION
La radicacidn es la operacion inversa a la potenciacidon y se conoce puede definir como:

Va=b siysélosi b"=a

3% FaIn.UNCo
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Por ejemplo:
V16 = 2 ya que 2* = 16 V=80 = -2 yaque (-2)3=-8
Los elementos de esta operacidon son los que se muestran en la siguiente imagen:

indice— 3
_8 —_— _2-(—Raiz

Radicando
Figura 1.11: Partes de una raiz.

En ocasiones, las raices no pueden resolverse y, teniendo en cuenta que este curso se operara sélo con
numeros reales, debe decidirse si seguir operando o no ya que podemos estar frente a un nimero irracional
o un niumero complejo. En general, sera un numero complejo si el indice es par y el radicando negativo, en el
resto de los casos, sera un numero irracional. Por ejemplo:

v—2 es un numero complejo, no se puede operar
V2 es un numero irracional, se puede operar

Nétese ademas que cuando el indice de la raiz es 2, suele no escribirse, es decir: ¥a = Va . Cualquier otro
valor de indice debe estar indicado obligatoriamente.

Las propiedades, se muestran en la tabla a continuacion:

Tabla 1.7: Propiedades de la radicacion

Propiedad Definicién Ejemplo

25 ~
Distributiva con Yab="Ya Vb 2 ',3 -
respecto al producto ab=va: 0

3(—1 _ 1
/27 T3
Distributiva con n\lﬁ Ya
b

respecto a la divisién b
3-1 V-1 -1
27 327 3

362 =8 =2
Raiz de rafz m/naz my 6
3/2\/@=W=6 26 =2

Rafzde 1 Vi=1 R1=%/120 =1

Raizde 0 Yo=0 ®/0 =0

3% FaIn.UNCo
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2.51 Pensando laradicacién como potenciacién
Es posible interpretar la radicacion como una potencia con exponente racional, donde el denominador del

exponente, es el indice de la raiz. Por ejemplo:
1 3 31 1
\/§=22=20'5 \/§=5 §=23

También puede ocurrir que a su vez la raiz o el radicando estén elevados a una potencia. En esos casos, el
numerador del exponente fraccionario es el exponente de la potencia. Por ejemplo:

W=

2 2 5
(V2)" =23 V55 = 52
Nétese que cuando se tiene una raiz escrita como una potencia de exponente racional, no es posible apreciar

si la potencia o la raiz debe ser aplicada en primer lugar. En general esto no genera mayores inconvenientes,
pero en el caso de raices de indice par y radicando negativo, el orden provoca diferencias. Obsérvese que

J(=2)* =16 = 4y que con (v-2)4 no se puede continuar operando debido a que no se puede resolver la raiz.

4
Sin embargo, en ambos casos se podria expresar la raiz como (—2)z. Para salvar el problema, en este curso
se considerara aplicada siempre primero la potencia y luego la raiz (como en el primer caso).

Este recurso es muy utilizado ya que tiene como ventaja que permite utilizar en la radicacion las mismas
propiedades vistas para la potenciacion.

2.5.2 Simplificacion de radicales

Como se dijo anteriormente, la radicacion es la operacidn inversa la potencia. Esto quiere decir que si a un
numero se lo “potencia” tantas veces como se lo “radica”, es como si sobre él no se hubiera realizado ninguna
operacion. Por ejemplo:

V22 =(V2) =2

Esto se puede ver mas claramente cuando se expresan estas operaciones como una potencia con exponente
racional, si se utiliza el concepto de fraccidn equivalente, se puede ver que:

J22=(V2) =2=2=2

La simplificacidon de radicales consiste en llevar la potencia racional a la minima fraccidon equivalente. Por
ejemplo:

6
46 = 42 = 43 = 64

Generalmente en la practica no se encuentran ejemplos tan obvios como los mostrados y es necesario
expresar el radicando de otra forma para poder simplificar los radicales. Por ejemplo:

V=P =4i=4i=1 & VIG=\2-2-22=4
V125 = /5% = {525 = /52V5 = 515
V250 = 3253 =532

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.V1

1) Extraer factores fuera del radical

a) V512 = 5 [a3-pt
b) 32187 = N
256y5
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c) V3125-a5 = 4 [243.010p2
D Gasm =
2) Resolvery en caso que el resultado sea un nimero irracional, expresarlo con exponente fraccionario
a) Vi6 = e) V27 = i) 3[Ver _
=
b) V8v2Z= 5712 Y I
) h (3_5) - ) 2505
5 _ slr1 \7r 6[r32\3 o
0) V7:(-32) = 9 @) = b () 8=
d J(=57°= V5 _ 18 _

2.6 LOGARITMACION

La logaritmacion es otro tipo de operacidn inversa a la potencia y se define para poder calcular a qué
exponente se debe elevar una base determinada para obtener un numero determinado. Coloquialmente, se
define como:

logoa=c & b°=a dondea,b € R*',b#1
En la tabla a continuacion, se detallan las propiedades:

Tabla 1.8: Propiedades de la logaritmacion

Propiedad

Logaritmo de un
producto

Logaritmo de una
divisién

Logaritmo de una
potencia

Cambio de base

Logaritmo de 1

Logaritmo de la base

Definicién

logy(m-n) = logy,m + log,n

Ejemplo

togy (5 5) = toss (55) = 5
°91\4'8) T 9:\32)

! (1 1)—1 (1)+l (1)—2+3—5
091\43"g) T 091\4) T091\g) T =

logy (%) = logym — logpyn

16
log, (T) =log,(4) =2

16
log, (T) =log,16 —log,4=4—-2=2

logy,a™ =n-logya

log(4?) = 1,20412

log(4?) = 2log(4) = 2(0,60206) = 1,20412

logs20 = 1,861353

logma
logya = log(20) 1,30103
log..b _log(20) _1, _
Im logs20 log(5) 069897 1,861353

log;51 =10
logp1 =0 ya que por definicién
logis1=0 ©15°=1

logs;31=1
logyb =1 ya que por definicién

logs;31=1e 311 =31
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5logs3 — 3

Potencia de logaritmo
con igual base

plogrm — ya que por definicién

logs3 = logs3 & 593 = 3

Uniformidad del

logaritmo logma = log,b & a=b

2.6.1 Logaritmo enbase 10
Cuando el logaritmo no tiene especificado el valor de su base, se entiende por convencidon que su valor es 10.
Todas las propiedades anteriores se aplican con la salvedad de que b=10.

Este logaritmo es muy utilizado y es probablemente el unico con nombre “log” que figura en tu calculadora
cientifica. Notese que a pesar de que no se tenga la posibilidad de ingresar el logaritmo en cualquier base, por
medio de la cuarta propiedad de la tabla, se puede realizar el calculo. Por ejemplo:

logio14  logl4

log,14 = = 3,8074

logis2  log2

2.6.2 Logaritmoenbasee
El logaritmo en base e, también denominado logaritmo natural o logaritmo neperiano se denomina como [n,
es decir que log.a = In a. Se cumplen en él todas las propiedades del logaritmo anteriormente dadas.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.VII

1) En la definicién de logaritmo:
a) ¢Por quécree que ay b deben ser numeros reales positivos?
b) ¢Por qué deberia ser b distinto de 1?

2) Realizar latabla de propiedades de logaritmo para los casos particulares en que b=10y b=e, colocando
un ejemplo en cada caso.

3) Calcular

a) logs(125) = d) log%(O,ZS) = g) In (LS) —

b) log,(32) = e) log (0,001) = h s[1) _
) logs| [57) =

¢) logs(125) = f) log (§)= ) loge(V3) =

4) Utilizando propiedades de logaritmo, expresar de la forma mas sintética posible:

a) log (x) —log(y) = d) log G) + log (16) + log G) =
b) 2log (x) +3log(y) = e) %log (@) + Zlog (a) — glog(a) =
c) In(p) +log(q) —log (r) —log(s) = f)  logz(a) +log (b) -log (c) +log(c) =
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3 APLICACIONES PRACTICAS IMPORTANTES

A continuacidn se mostraran aplicaciones de las propiedades anteriormente dadas para numero reales que
resultan muy utiles para la resolucion de ejercicios, simplificacidn de expresiones o para despejar incégnitas
(tema que se vera en la préoxima unidad)

3.1 EJERCICIOS COMBINADOS

Se llama ejercicios combinados a aquellos que tienen una combinacién de las operaciones vistas en la seccion
anterior. Para resolver estos ejercicios, es necesario respetar la jerarquia de resolucion establecida por los
términos (componentes constitutivos de la suma y la resta), las llaves { }, los corchetes [ ] y los paréntesis ().
En ocasiones, se usan sélo paréntesis y siempre se debe resolver de “adentro” hacia “afuera”.

En general, el orden de resolucion es:

Paréntesis

Corchetes

Llaves

Potencias, logaritmos y raices
Multiplicaciones y divisiones
Sumasy restas

oakr0bH

Es frecuente que dentro de 1, 2, 3 y 4 existan otras operaciones combinadas. En esos casos dentro de cada
uno, se respeta la jerarquia establecida.

Se mostrara a continuacion la resolucion de un ejercicio combinado. En general, el orden de resolucién o la
cantidad de pasos varia segun la persona, pero siempre que se respete la jerarquia, el resultado debe ser el
mismo. Se propone estudiante que resuelva también el ejercicio y compare resultados:

[(2—2-§)+log2<%)_£§.§) (7-3-1) ].2 .(_1_?)

>-%
, 6y 1 (2\* (7 3
Se separa en términos dentro de ( — §) -5~ (g) . (f - 1) -2 19
los () y se resuelven operaciones 4 . (— —) =
y 5 seguin corresponda 5 _ 6 11
5
[i_l _ (z)‘* . (5)3] 5
Se resuelven las sumas dentro de 5 8 5 2 _ (_ 2) _
los () l 5 _g J 11
Se separa en términos dentro de 4_1_27 2
. 587§ 19
los [ ]y se resuelven operaciones - (— —) =
6 11
4y5 5_— £
Se resuelven las sumas dentro de 1, 19
los[]y ademdas la suma en el 40 ~ L (— —) =
d inad 19 11
enominador 5
Se resuelven multiplicaciones 11 19 1
dentro de {} y se obtiene el {—} . (_ _> =__
resultado 4-19 11 4
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.VIII

1) Resolver los siguientes ejercicios combinados
a) 7—{5+10[20:5-2+4(5+2-3)] —8-32}+50(6:(-2)) =
2 2 1 1\] _
b) 2:[5:(3+1)-3(;-3)] =
(Z_M)Z (9.5_5.1)3
5 \74 72

—1+/1 111\
(wgmEs) G333

c)

3.2 OPERACION CON NUMEROS IRRACIONALES

3.2.1 Adicién y sustraccion
Para realizar sumas y restas de numeros irracionales, es necesario que cada uno de los términos esté
multiplicado por el mismo radical. Por ejemplo:

—3V2+V2=(-3+1)V2=-2Vv2 V3 +2 no se puede sumar
El proceso realizado en el primer caso, es equivalente a extraer un factor comun (ver 3.3.1).

3.2.2 Multiplicacién y divisién
Para realizar multiplicaciones, se recurre a utilizar la propiedad distributiva de las raices a la inversa.
Recordando:

Noétese que para poder “juntar” las raices, es necesario que tengan el mismo indice. Hay veces que esto no
sucede, lo que se resuelve de la siguiente manera:

Na- Wb = "am - "B = "Nambn

Por ejemplo:

V3-322 =33 %3/(22)2 = /33 - 2% = /432

Hay casos donde los indices son multiplo y sélo se modifica uno de ellos para que llegue a igualarse al otro.
Por ejemplo:

V5-4Z =5 47 = Y55 Y7 =450

Para resolver las divisiones, hay que realizar un procedimiento similar con la aplicacion de la propiedad
distributiva de la raiz con respecto a la division.

3.2.3 Racionalizacién de denominadores
La racionalizaciéon de denominadores, consiste en “eliminar” el numero irracional del denominador
“convirtiéndolo” en un numero real. Segun sea el caso que se encuentre, hay distintos métodos.

Caso I: El denominador es un nimero irracional

Cuando en el denominador hay un numero irracional, se procede a multiplicar y dividir por un ndmero
irracional de igual raiz con la potencia necesaria para que la raiz se simplifique. Por ejemplo:

11 25 VY254 Y2F-a
V2 a5 Y2-a5 VY25-a $/26-a° 2a

Notese que la igualdad se mantiene miembro a miembro ya que multiplicar y dividir por el mismo numero es
equivalente a multiplicar por el nimero 1 que es el neutro multiplicativo.
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Caso II: El denominador tiene suma o resta y contiene al menos un término irracional con raiz cuadratica

En este caso, se recurre a la diferencia de cuadrados (seccién 3.4.3.1) para se simplifique la raiz de los
numeros irracionales con raiz cuadrada. Cuando en el denominador se tiene una suma, se multiplica y divide
por la resta de los términos y si tiene una resta, por la suma. Se muestran a continuacion algunos ejemplos:

VI _ V2 143 VT (1-vE) VI (1-3)_ VB2

1-v3 1-3 1+\/§_12+\/§_\/§_(\/§)2_ 1-3 2
V2 V2 1-V3 0 V2 (1+43) V2-(1+¥3) V246
1+V3 1+V3 1-V3 12-\3+v3-(v3)®  1-3 2

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.IX

1) Resolver las siguientes sumas de numeros irracionales
a) 2V12+2V48—-+27= d) +9x —V25x +/49x = g) Joys+$/27y12 =
b) V84184332 = e) V18a3 — 11av2 + 2V50a3 = h) 234 +3V64 — 416 =

O VEVEB-VTB= ) 1[E-2ysaes)[Z - ) 3Y8T - 4¥Z

2) Racionalizar

LI 2x Vis_ _
a) 7/a.b7.01° d) 33\/; g) \/§+\/§ -
32 _ 1 12(V3+5) _
b) 12\/; e) P A h) s
4 = 1 — H \/2_0 —
c) /256y8 ) 23+VZ ) 20420

3.3 METODOS DE FACTORIZACION

La factorizacion es un proceso que consiste en re-escribir una expresion matematica como multiplicacion de
factores. En general, toda expresion matematica se considera simplificada si queda expresada de este modo.

3.3.1 Factor comun

Este método de resolucion consiste en utilizar la propiedad distributiva del producto respecto a la suma pero
a la inversa. Consiste en buscar “factores en comun” entre distintos términos y expresar esa suma como una
multiplicaciéon entre factores, es importante siempre chequear que si se utiliza la propiedad distributiva se
llega a la primer expresion. Por ejemplo:

2a+10g + 6d = 2(a + 5g + 3d)
~a—-9g+6d=-3(%+3g—2d)
3
3.3.2 Factor comin por agrupacion de términos

Esta técnica consiste en agrupar y factorizar términos convenientemente de forma tal que los grupos tengan
un factor comun. Por ejemplo:

ax +ay+bx+by=(ax+bx)+ (ay+by)=x(a+b)+y(a+b)=(x+y)(a+b)

2x2+8x+3x+12=(2x2+8x)+ Bx+12) =2x(x +4) + 3(x + 4) = 2x +3)(x + 4)
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Hay ocasiones en que el factor comun no se encuentra tan explicito como se mostré en el ejemplo y se debe
re-acomodar los términos, como se muestra a continuacion:

2x2+7x+6=2x>+3x+4x+6 =x(2x+3)+22x +3) = (x + 2)(2x + 3)

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.X

1) Extraer el factor comun de las siguientes expresiones

a) 8a—4b+16¢c+12d = d) gx—§x3+gx7—§x5=
b) 9x2? —6x%+12x%> —18x7 = e) 3(x+1)—-5x(x+1)+(x+1)x?*=
c) 2-log(a)—2= fy (a+b)a—b)—(a—b)?=

2) Extraer el factor indicado

a) 3a+6b+9c=9( ) d) 8a—4b+ 16c+12d = —16¢( )

b) x—2=2x( ) o) (—2+14b—11c) = —7( )

3) Factorizar por grupos

a) am+bm+a®+ab= e) x*—2x3+x5+3x—6+3x?=

b) ax—bx—ay+by= f) 17ax —17mx + 30ay —3my + 7az — 7mz =
c) am—2bm —3an + 6bn = g 4x?—4x-2=

d x2+2+2x+x3= h) —6x2+2x+%=

3.4 METODOS DE FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Los polinomios son expresiones matematicas de uso muy frecuente en ingenieria. Recordemos que un
polinomio es la suma finita de monomios, siendo éstos ultimos una expresion de la forma a,x™ donde a,,
denominado coeficiente, es un numero real cualquiera y n es un numero natural o cero. Ejemplos de
polinomios podrian ser:

ax?+ bx +c 2x3 —V2x2 + 8
El grado de un polinomio esta determinado por el mayor exponente de las potencias de x. En los ejemplos el
primer polinomio es de grado dos y el segundo, de grado 3.

Un polinomio esta completo cuando tiene todos los monomios, desde el término independiente ay,x° = a, hasta

el término de mayor grado. Nétese 2x3 — /2x? + 8 estaria incompleto ya que no se encuentra el término a,x* =
a,x; en este caso se considera que el coeficiente a; = 0.

Resulta de interés encontrar el valor de x que haga que la suma de los monomios dé como resultado 0. Este
valor de x se denomina raiz del polinomio. Por ejemplo:

El polinomio x2 + 2x — 3 tiene como raiza x = —3 ya que
(-3)2+2(-3)—-3=9-6—-3=0

Los polinomios pueden ser escritos como multiplicacion de factores donde cada uno de estos tiene la forma
(x —a) donde a es una de las raices. Por ejemplo, el polinomio anterior, tiene también raiz en x = 1 y puede
ser escrito de forma factorizada como: (x + 3)(x — 1). Para verificar que las dos expresiones son equivalentes,
basta con resolver la multiplicacion:
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(x+3)(x—-1)=x*—-x+3x—3=x2+2x—-3

Como maximo, se podran encontrar tantas raices reales como grado tenga el polinomio, aunque podria pasar
gue no existan raices reales o que sdlo algunas sean reales.

En general, el proceso de hallar la raiz de un polinomio no es sencillo, en préximos cursos aprenderas formas
de acotar posibilidades de raices (ya que en principio podria ser cualquier numero) y también como aproximar
valores por medio de métodos computacionales. También habréa ocasiones en las que para poder factorizar
el polinomio deberds ampliar el campo numeérico e incluir a los numeros complejos. Afortunadamente, para
algunos polinomios de formas caracteristicas, existen reglas que nos permiten encontrar las raices y son las
gue estudiaremos a continuacion.

3.4.1 Factorizacién de polinomios encontrando la raiz

En este apartado, no se hablara de métodos para determinar qué numeros podrian ser raices de un polinomio
aunque si se vera como saber si un valor es raiz o noy como reescribir un polinomio cuando se hallé una raiz
por medio de la utilizacion de la regla de Ruffini. Esta regla sirve para resolver de forma sencilla la division de
cualquier polinomio por un binomio de la forma (x — a).

Supongamos que se tiene el siguiente polinomio:

1
3 2
x°—-x‘—-x—1
2 2
. . 1 1 . .
Y debemos verificar si x; = 7Y ¥, = —7 son raices y, en caso de encontrar las raices, debemos expresar el

polinomio factorizado.

En principio, la verificacion de si son raices o no se podria hacer reemplazando los valores de x propuestos
y si el resultado es cero, es raiz. En este caso se realizara la verificacidon por medio de la regla de Ruffini. Se

. 1
comenzara probando con x; = >

Regla de Ruffini
1. Seescribe el polinomio de forma ordenaday 1 5
completa x3 _Exz —ox- 1
2. Serealiza una especie de “cruz” donde se o5
212

colocan de forma ordenada los coeficientes de
cada monomioy, en la esquina inferior
izquierda, el valor por el cual se divide. 1

3. Se “baja” el primer coeficiente

B =
P ——

[

4. Se multiplica el primer coeficiente por el
numero a dividir y se lo coloca debajo del
segundo coeficiente

5. Sesuma el segundo coeficiente con el
resultado de la multiplicacion y el resultado se
coloca debajo de la linea horizontal.

+
- P =

=1 ST

[ury

o

WERS,
o

3 ¢

“hyod
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6. Repetir los pasos anteriores utilizando todos SR s
H - = O
los coeficientes. Ttz ! T2iTa I
A ot

LT AR
1 R 11 1 ga B
s> 0 ! 2 2 4
Y X 5D
AT 5] N

x ' 2 X

. ’, - M " n 9
Para que un numero sea raiz de un polinomio, el “resto” debe ser cero. En este caso, da - por lo que

1 ; . . . .
X; = NO es raiz del polinomio. Si se reemplaza el valor, se tiene que:

(1)3 1(1)2 51 1_1 1 5 - 9
2 2\2 22 "8 8 4 T4

En cambio si realizamos la misma operacién con x, = —%, se obtiene lo siguiente:

L 1. 5

Li=3172.71
1 1 |
I I |

| |

I I |
1 1 |
1 S S

-5 =5 o= 1
2 1 2 | 2 |
¥ ¥ |

1 P =11 -2 : 0

Luego como el resto es cero, x, = —% es raiz del polinomio. Los valores debajo de la horizontal, representan

los coeficientes de un polinomio de un grado inferior al utilizado inicialmente. El polinomio factorizado podria
escribirse como:

1 5 1
x3—§x2—zx—1=(xz—x—2)<x+§)

Notese que el binomio por el cual se dividid se escribe con el opuesto de la raiz. Es decir si la raiz es a, el
binomio tiene la forma (x — a). Esto tiene sentido si se tiene en cuenta que reemplazando el valor de x por la
raiz, el polinomio se tiene que anular es decir:

(- (CD-2)( 50D (3 - (5)-2)o-

Cuando se tiene un polinomio de segundo grado, es decir ax? + bx + c, es posible calcular sus raices por medio
de la regla de Bhaskara. Esta establece que las raices se pueden calcular como:

—b +Vb? — 4ac
xl =
__ —b+yb%—-4ac dond 2a
M2 = onee —b - Vb~ 4ac
X2 = 2a

Una vez halladas las raices, el polinomio puede ser re-escrito como:
ax?+bx +c = a(x — x)(x — xp)

Nétese que el argumento de la raiz cuadrada tiene una resta, por lo que podria dar un niumero negativo. En
ese caso, la raiz cuadrada no tiene solucion en el campo de los numeros reales y, en este curso, se
considerara al polinomio como irreducible o no factorizable.

En el ejemplo anterior, se pudo expresar el polinomio como (x? — x — 2) (x + %) Si se aplica Bhaskara sobre el
primer factor:

a=1 (D42 -41-(-2) 1+V9 1+3
b=-1 1= 2-1 =Ty T TF
c=-2
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(D -D?-4-1-(-2) 1-v9 1-3

X2 21 2 7 -t

Entonces se tiene que:
x2=x-2)=(x—-2)(x+1)

Y el polinomio completamente factorizado se expresaria como:

Y +1) +1)
X 2x zx = (X X X 2

Caso particular

Cuando se tiene un polinomio de la forma ax?" + bx™ + c, aplicando propiedades de la potencia se lo
puede pensar como a(x™)? + b(x") + ¢ y ademas si z = x™; se puede realizar un “cambio de variable” y
quedando de la forma: a(z)? + b(z) + c. A este ultimo, puede aplicarsele Bhaskara. Por ejemplo si z = x?:

x*—8x2+16 = (x?)?-8(x?)+16=22—-8z+16

Luego aplicando Bhaskara:

_—(—8)+\/(—8)2—4-1-16_8+\/5_§_4

S “ 21 2 2

b=-8

c=16 Z _—(—8)—\/(—8)2—4-1-(16)_8—w/5_§_4
2= 2-1 -2 T2

En este caso, las dos raices son repetidas, es decir que:

z2—8z+16=(z—4)(z—4) = (z — 4)?

Realizando el cambio de variable nuevamente, se tiene que:
(z—4)?%=(x*—-4)

Al binomio (x? — 4) se le puede aplicar nuevamente Bhaskara para continuar con la factorizacion.

_0+ﬂ/0—4-1-(—4)_0+\/E_4_2
= o = —— =

Z1

a=1 2 2

b=0

c=—4 0-J0—-4-1-(-4) 0-—-+v16 —4
ZZ: = :—:—2

2-1 2 2
Quedando finalmente:

x*=8x2+ 16 =[(x —2)(x + 2)]? = (x — 2)%(x + 2)?

3.4.3 Suma oresta debinomios con igual exponente
Se estudiaran en esta seccidn los siguientes casos de polinomios:

x™+a® X

Diferencia de potencias con exponente par

Toda diferencia de potencias con exponente par de la forma x™ — a", es divisible por el monomio (x —
a) o, lo que es equivalente, tiene como raiz a a. Por ejemplo si se quiere factorizar el binomio x* — 1 = x* — 1%,
se lo divide por medio de la regla de Ruffini por el binomio (x — 1). Entonces:
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1 | 1 |
1 0 | 0o'no0 I_1
] | 1 |
1 | I |
] | I |
1 | I |
: : : | x* 1=+ x2+x+ D -1)
1 101,11
1 | |
111t o

Un caso particular y muy frecuente, se tiene cuando las potencias son cuadradas, se llama “diferencia de
cuadrados”y se cumple que:

x2—a)=(x—-a)(x+a)

Esto se puede verificar realizando Ruffini o resolviendo la multiplicacion del segundo miembro.

—a?

I
|
I
I
|
I
: x—a)(x+a)=x*+ax—ax—a®> = (x*—a?)
I

I

=

=

Suma y diferencia de potencias con exponente impar

En el caso de que se tengan exponentes impares se tiene que:

o (x™—a")esdivisible por (x — a), es decir que a es raiz
e (x™+ a") esdivisible por (x + a), es decir que — a es raiz

Particularmente si las potencias son cubicas:

e (X*-a)=x*+ax+a®>)(x—a)
e (X*+a®)=@x*—ax+a®>)(x+a)

En ambos casos, lo polinomios de segundo grado, no podran seguir factorizandose.

3.4.4 Trinomio cuadrado perfecto
Anteriormente, se vio que si una raiz es doble o “repetida”, el factor queda con la forma (x + a)%. Si se
desarrolla cada uno, se conforma en cada uno un trinomio cuadrado:

(x+a)?=x+a)x+a)=x?+2ax +a?
(x—a)?=(x-a)(x—a) =x%—2ax + a?

La factorizacion utilizando este recurso, consiste en identificar cada uno de los elementos del trinomio y
“juntarlos”. Por ejemplo:

x2+2x+1=x24+2+1*xx+1%=(x + 1)?
—3x2+4+12x —12=-3(x%—4x+4) = —3(x%2 — 2 % 2x + 2%) = —=3(x — 2)?

3.4.5 Cuatrinomio cubo perfecto
Cuando una raiz es triple, se encuentra repetida 3 veces y el factor tiene la forma (x &+ a)3. Si se desarrollan
los dos casos, se obtienen cuatrinomios cubicos.

(x +a)® = x3 + 3x%a + 3xa? + a®

(x —a)® = x® = 3x%a + 3xa* — a®
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.X1

1) En los siguientes polinomios, verificar cual de los elementos del conjunto U es raiz y factorizar
a) x*+ixd—ix?= v={0%1,23 %3}
2 2 2

b) 2x*+x3—-8x>—x+6= U={0,i1.i3,i§}

2) Factorizar utilizando Bhaskara
a) x2—-x-2= c) x>—-2x+1= e) x2+6x+3=
b) 2+x*-3x%= d x?-1= ) x2—-2x+4=

3) Factorizar las siguientes sumas y restas de potencias de igual exponente
a) x*-8= c) x*-81= e) x3+1=

b) x2-9= d 2x?2-18= l x2+4=

4) Factorizar reconociendo en cada caso si es un trinomio cuadrado perfecto o un cuatrinomio cubo
perfecto.

a) 9x®>+12x+4 = c) x3+6x2+12x+8= e) x®+10x3+25=

b) x2—§x+%= d) x3+§x2+%x+§= f) x®—9x*+27x—-27=

3% FaIn.UNCo




@m_

" m o
@ I

- >~ L

sNICH.

O e

m u S A
a O O
: 5 &
d c il

E o |




52

Mobdulo de Matematica # Unidad 02: Ecuaciones e Inecuaciones

ANOTADOR DE CONSULTAS
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1 ECUACIONES

1.1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO
La necesidad de enumerar y contar los objetos que se tenian, llevé al Ser Humano a crear representaciones
de cantidades que podemos pensar como los primeros simbolos numéricos.

Asi también surgieron las operaciones entre ellos como forma de registrar datos de interés. A modo de
ejemplo se puede plantear la inquietud de conocer la cantidad de animales que reunian los habitantes de la
misma aldea o también registros comerciales rudimentarios.

Es sabido que, ya en el siglo XVI A. C., los egipcios resolvian problemas cotidianos que tenian que ver con la
reparticion de viveres, de cosechas y de materiales que eran equivalentes a resolver ecuaciones algebraicas
simples de primer grado, sin contar aun con la notacidn algebraica que conocemos actualmente.

Los matematicos chinos de principios de nuestra era escribieron el libro “El arte del calculo” en el que
plantearon diversos métodos para resolver ecuaciones algebraicas de primer y segundo grado, asi como
sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas.

Posteriormente, el matematico griego Diofanto de Alejandria publicd su libro “Aritmética” (en el siglo III)
tratando las ecuaciones de primer y segundo grado, constituyéndose en uno de los primeros en utilizar
simbolos para representar las ecuaciones. También planted las ecuaciones que tenian soluciones enteras,
llamadas en su honor ecuaciones diofanticas.

Observamos entonces que, desde el inicio de los tiempos, el Ser Humano tuvo necesidad no solo de operar
con los numeros sino de resolver situaciones problematicas concretas y de interés, con lo cual podemos
afirmar que la idea de ecuaciones estuvo presente en todos los tiempos y fue logrando cada vez mayor
perfeccionamiento en cuanto a su resolucién en forma de notacidn algebraica.

Definimos de forma inicial igualdad: es la expresién de que dos cantidades o expresiones algebraicas tienen
el mismo valor. Por ejemplo:a = b + ¢ 0 3x2 = 4x + 15.

Se define también el concepto de miembro: Se llama primer miembro de una ecuacién a la expresion que esta
a la izquierda del signo de igualdad, y segundo miembro, a la expresidn que esta a la derecha.

UNA ECUACION ES UNA IGUALDAD ENTRE EXPRESIONES ALGEBRAICAS QUE SE VERIFICA PARA CIERTOS
VALORES DE LAS LETRAS A LAS QUE DENOMINAMOS INCOGNITAS DE UN DOMINIO DE VALIDEZ.

Analicemos las siguientes frases, que muestran la necesidad de resolver una ecuacion:

e Lainscripcidn en las carreras de ingenieria aumento, este ano, un 12% respecto del ano anterior.
e Lacuarta parte de los alumnos ingresantes proviene de escuelas técnicas.
e Eltotal de alumnos de este curso, entre chicas y varones, es de 125.

En el siguiente cuadro volcaremos la frase coloquial, su forma en lenguaje simbdlico matematico y el
significado de las incégnitas que en cada una de ellas aparece.

Expresién en lenguaje

Situacién o Significado de sus incégnitas
simbdlico

La inscripcion en las carreras de . . O
. : B ~ 0 12 y" esinscripcion este anoy “x" es
ingenieria aumento, este ano, un 12% y=x+ —x . R - .

- . 100 inscripcion del ano anterior.
respecto del ano anterior.
La cuarta parte de los alumnos 1 “y" es cantidad de alumnos que
ingresantes proviene de escuelas y=—x provienen de escuelas técnicas y
técnicas 4 “x" es el total de ingresantes

“z" es el total de alumnos de este
z=m+v curso, “m" es cantidad de chicasy
“p" es cantidad de varones

El total de alumnos de este curso,
entre chicas y varones, es de 125
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ACTIVIDAD:
Completar el siguiente cuadro:

Expresién en lenguaje

Situacién ) o
simbdlico

Significado de sus incégnitas

La edad de Pedro es la suma de los
cuadrados de las edades de sus dos
hijos (Carlos y Joel), mas cinco anos.

El producto de tres numeros
naturales y consecutivos es 24.

El producto de dos nimeros impares
consecutivos es 63.

y=x+2x

U=C+WC

Definicién previa

MIEMBROS: Se llama primer miembro de una ecuacién a la expresidon que esta a la izquierda del signo de
igualdad, y segundo miembro, a la expresién que esta a la derecha.

UNA ECUACION LINEAL ES UNA PROPOSICIONDELAFORMA ax + b =0 con a,b € R, a + 0ENLAQUE
APARECE UNA IGUALDAD ENTRE DOS MIEMBROS, NUMEROS REALES CONOCIDOS (a y b) Y UN NUMERO REAL
PERO DESCONOCIDO AL QUE LLAMAREMOS “INCOGNITA” (x)

Por ejemplo: x —1 = 8 es una ecuacioén lineal, donde: (x — 1) es el primer miembro de la ecuacién y 8 es el
segundo miembro de la ecuacién.

Esta ecuacién nos esta planteando: scudl es el nimero real que al restarle 1, da por resultado 8?

En este caso puede deducirse facil y claramente que el numero buscado es 9, decimos entonces que x =9 es
la solucidn de esta ecuaciony es la unica.

LAS RATCES O SOLUCIONES DE UNA ECUACION SON AQUELLOS VALORES DE LAS INCOGNITAS QUE SATISFACEN
LA ECUACION PLANTEADA
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ACTIVIDAD:

Para cada rengldn de la siguiente tabla se da una ecuacidn y se propone un valor como posible solucién de
ella. Decir si es verdadero o falso que ese valor sea una solucidn y, en caso contrario, dar una solucidén
correcta.

Ecuacién Valor propuesto

S5x+4=4x—-6 —-10

1 1

(6x+9): 3_3x—(—2).(—5) .
4x-2 . L

— =(—8):(—4) 3

1 3 4

§(x—6)—(—4).2+§x g

(x+1).3 =3x—4 3

En el inciso c¢), el valor propuesto, ¢es la unica solucion? ;cudntas soluciones mds se pueden hallar?

En el inciso d), el valor propuesto, ¢es la tnica solucidn? ;cudantas soluciones mds se pueden hallar?

¢ Qué se puede concluir en el inciso e)?

Retomando la idea que veniamos trabajando, diremos que, no siempre es facil hacer la deduccién que nos
lleve a encontrar la solucidn de una ecuacion, con solo observarla.

Pensemos en el siguiente ejemplo:

-1 43
3x 5 XT3

¢ Te parece que es sencillo “deducir”, con solo leerla, cudl es la solucién o raiz de esta ecuacion?
Esto nos esta sugiriendo que debemos encontrar un método para resolver ecuaciones lineales.
Para ello daremos algunas definiciones previas:

Una ecuacion es equivalente a otra si ambas admiten idénticas soluciones.

Existen tres operaciones que garantizan la equivalencia entre ecuaciones, es decir que hay tres operaciones
que podemos hacer a una ecuacion para obtener otra ecuacion equivalente con ella parala cual sea inmediato
deducir su solucion:

¢
5
]
g
A
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1) Sumar el mismo numero en ambos miembros de una ecuacion, o bien, sumar el mismo polinomio siempre
y cuando éste esté en la misma variable (incégnita) que aparece en la ecuacion.

Ejemplo 1: en la ecuacion x + 5 = 7, podemos sumar (-5) en ambos miembros y obtendriamosx + 5 + (—5) =

7 + (=5)lo que nos quedaria como: x = 2, lo que nos muestra clara y sencillamente que la solucién de la

ecuacion es el numero 2.

Ejemplo 2: en la ecuacidn 5x +1 = 4x — 3, podemos sumar (-1) en ambos miembros y obtenemos 5x + 1 +
(—1) =4x — 3+ (—1), es decir 5x = 4x — 4, pero ahora se hace necesario sumar (-4x) a ambos miembros y
éste es un polinomio que esta en la misma variable (x) que aparece en la ecuacioén. El procedimiento seria:
5x + (—4x) = 4x — 4 + (—4x), lo que da por resultado x = (—4)y ésta es la solucién de la ecuacion planteada.

2) Multiplicar o dividir ambos miembros de una ecuacién por una constante real distinta de cero.
Ejemplo 3:en la ecuacion 6x = 2 podemos dividir ambos miembros por 6 que es una constante distinta de cero

. , .. . 6. 2 . 1 . .. .
y nos arrojaria esta ecuacion equivalente: ?x = -.es decir que x = Jsera la solucién de la ecuacion planteada.

3) Reemplazar cualquiera de los miembros de una ecuacién por una expresiéon equivalente.

Ejemplo 4:en la ecuacion x . (x + 4) = 5 podemos reemplazar la expresion x . (x + 4) por su equivalente: x? +
4x , obteniendo asi la ecuacion equivalente a la primera: x? + 4x = 5.

Luego, aplicando éstas operaciones en una ecuacion se obtiene otra equivalente a ella (que admite las
mismas soluciones) pero de la cual podemos deducir inmediatamente su solucidn.

Ejemplo 5: A continuacion, mostraremos la resolucidn de dos ecuaciones. El lector completara, cada renglén
en blanco del costado con el nombre de la operacion que se hizo en cada paso:

Hallar p € R que satisface la siguiente ecuacion:

2.(p—3)+5=4p-2

2p—6+5=4p—2

2p—1=4p -2

2p—1+1=4p—-2+1

2p=4p—1
2p+ (—4p) =4p — 1+ (—4p)
—2p= -1
—2p -1
-2 =2
1
p= E

Hallar x € R que satisface la siguiente ecuacion:

3x—1 2x+3
— =6

4 2
4(336—1 2x+3)_46
. 2 > =4,
(Bx—1) (2x + 3)
4, -4, =24
4 2

Bx—1)—2.2x +3) = 24

3x—1—4x—-6=24

—x—7=24

—x—7+7=24+7

—x =31
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x = —31

1.2 EJERCITACION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
1) Hallar los x € R que satisfacen las siguientes ecuaciones:

a) 2vV6:3V8=xV3

b) v2=+V18+ V32

c) 3(2x—3)—%x=%

d) (—%x—%):2+1=3x

2) Planteary resolver los siguientes problemas:

e Calcular el area de un rectangulo sabiendo que la altura esigual alos 3/5 de la base y el perimetro
mide 72 cm.

e Un becario aporta los 3/5 de lo que gana para los gastos de su hogar, y emplea 2/3 del resto para
otros fines, dejando $800 de ahorro cada mes. {Cudnto es el monto que cobra por la beca?

e Hallar un niumero sabiendo que el triplo de la suma de él y 1 es igual a su duplo mas su triplo.

1.3 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

UNA ECUACION CUADRATICA ES UNA PROPOSICION DE LA FORMA: ax? + bx + ¢ =0 con a,b,c €ER, a# 0E&N
LA QUE APARECE UNA IGUALDAD ENTRE DOS MIEMBROS, NUMEROS REALES CONOCIDOS (a, by c)Y UN NUMERO REAL PERO
DESCONOCIDO AL QUE LLAMAREMOS “INCOGNITA" (x)

Se ha establecido la condicidn a # 0, pues si fuera a = 0 la expresion seria una ecuacion lineal. Sin embargo,
puedenserb =0 o ¢ =0.Veamos los siguientes ejemplos de ecuaciones cuadraticas:

Ejemplo 1: 3x* —12 =10 Ejemplo 2: ;xz —2x=0
Ejemplo 3: x> —2x — 15 =10 Ejemplo 4: —2x> —6x+8=0
ACTIVIDAD:

Completar sobre la linea punteada:

° Enelejemplol, sona= ............ , b= . , c=
° Enelejemplo2, sona= ............. , = e , =
° Enelejemplo 3, sona= ............. , = e , c=
° Enelejemplo4, sona= ............ , b= , c

Recordemos, en este momento que:

LAS RAICES O SOLUCIONES DE UNA ECUACION SON AQUELLOS VALORES DE LAS INCOGNITAS QUE SATISFACEN LA ECUACION
PLANTEADA.
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ACTIVIDAD:

Para cada rengldn de la siguiente tabla se da una ecuacién y se propone un valor como posible solucién de
ella. Decir si es verdadero o falso que ese valor sea una solucién y, en caso contrario, dar una solucion
correcta.

Ecuacién Valor propuesto ¢Es rafz?
x2+6=15 -3
1
(x+5).(x—-6)=0 3
x2+x =12 4
(x—1)?%=0 1
x% +5=(-8) 2

En el inciso c¢), el valor propuesto, ¢es la unica solucion? ;cudntas soluciones mds se pueden hallar?

En el inciso d), el valor propuesto, ¢es la tnica solucion? ;cudantas soluciones mas se pueden hallar?

¢, Qué se puede concluir en el inciso e)?

Nos propondremos ahora, resolver ecuaciones cuadraticas y para ello, consideraremos los distintos casos
que hemos ido presentando segun los valores de los reales b y c de la expresidn.

Comenzamos resolviendo el Ejemplo 1: 3x*> — 12 =0

3x? 12
3x2-12=0 = 3x?=12 = 5 =3 = x?2=4

Esto nos indica que la ecuacion tiene dos soluciones, asaber:x; =2 0 X, = (=2)

Efectivamente, puede observarse que colocando cualquiera de estos dos valores reales en la expresion
original, la misma se verifica._ _

Ejemplo 2 %xZ —-2x=0

1 1 1
§x2—2x=0 =>x.<§x—2)=0 = x=0 o Ex—2=0 =

1
= x=0 o §x=2 =x=00 x=4

De nuevo nos aparecen dos soluciones para la ecuacién planteada, ellas son:

x, =0 0 x, =4

SHCIONA,
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Y puede observarse que colocando cualquiera de estos dos valores en la ecuacion original, la misma se
verifica.

Ejemplo 3: x* — 2x — 15 =0

Esta ecuacion cuadratica es de las denominadas “completas” pues ninguno de sus coeficientes es nulo. Para
resolver este tipo de ecuaciones cuadraticas aplicaremos la fdrmula general que se obtiene al despejar el
valor de “x" en la expresion general (demostracion que no sera motivo de interés en este curso introductorio).

En una ecuacion cuadratica de la forma: ax? +bx+c =0 con a,b,c €R, a # 0, se verifica que:

B -b + Vb2 —4ac

Y12 = 2a

En nuestrocasoesa=1, b=(-2) , c¢=(-15)

Por lo tanto, reemplazando tenemos que:

—(-2) £ /(-2)2-41.(-15) 2+ V4+60 2+ V64 2+ 8
2.1 - 2 o2 2

X12 =

Notemos que el simbolo + indica que se deben hacer dos calculos, sumar y restar por separado, lo cual nos
dara dos resultados distintos:

Es decir que tendremos soluciones distintasx; =5 , x, = (—2)

Si se reemplaza cada uno de estos dos valores por la incégnita “x”, veremos que se verifica lo que expresa la
ecuacion. Por lo tanto, se tienen dos soluciones reales y distintas. Esto no es casual pues estamos frente a
una ecuacion cuadratica, pero pueden presentarse otros casos posibles.

Analizamos ahora otros ejemplos:

Ejemplo 4: 3x*> —6x+3 =0

Procedemos a identificar los coeficientes de la ecuacion. Ellos son:
a=3, b=(-6), c=3

Ahora, aplicaremos la férmula resolvente:

—(-6) + /(-6)?-433 6+ V36-36 6+ V0 640
23 B 6 6 6

X12 =

x1=% ; x2=% es decir‘quex1=§ = x=1; x2=§ = x,=1
En este caso la ecuacion cuadratica tiene dos raices reales, pero son iguales
Por ultimo analizaremos el Efemplo 5: x> —4x+7 =0
Identificados los coeficientes de la ecuacion y observando que ellos son:
a=1, b=(-4), c=7
Aplicaremos la férmula resolvente:
() + J(-4?-417 4+ V16-28 4+V-12
2.1 2 2

X1,2
Sucedio, en este caso, que no es posible hallar, en el conjunto de los nimeros reales, el resultado de la v—12
ya que es una raiz de indice par y radicando negativo. Esta raiz tiene solucién pero en otro campo numérico
(el conjunto de los numeros complejos)

Conclusién: no existe en R solucion para esta ecuacion cuadratica.
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Analizaremos qué puede sucedernos al aplicar esta formula general y bajo qué condiciones se daran cada
una de las situaciones que aparecen.

En la formula aparece una raiz cuadrada (indice par) por lo cual el valor y la naturaleza de las raices
dependeran del signo de la expresion b? — 4ac, a la que denominaremos “discriminante”.

Podra suceder, entonces, que:

i) b? —4ac > 0. En este caso, sera posible resolver la raiz cuadrada y nos arrojara dos valores reales y
distintos.

ii) b?> — 4ac = 0. En este caso, sera posible resolver la raiz cuadrada, pero como su valor es cero, obtendremos
dos soluciones reales pero iguales.

iii) b2 — 4ac < 0. En este caso, el resultado de la raiz cuadrada no pertenece al conjunto de nimeros reales,
por lo cual diremos que no tiene solucion entre los reales. Las soluciones de esta ecuacion son numeros
complejos conjugados.

1.4 EJERCITACION ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
1) Hallar los x € R que satisfacen las siguientes ecuaciones:

a) x?+2=-3x b) 6x2—2x=0
3
c) x—2=—-3x? d x2-2x+6=0
& (x-%) -3(x-%)+2-= h G+ D?=(1- 30
X X -

2) Planteary resolver los siguientes problemas:

a. Hallar un namero tal que la diferencia entre el cuadrado de su triple y el cuadrado de su doble
sea 125.

b. Hallar la base y la altura de un rectangulo, sabiendo que la base supera en 4cm a la altura y
que su area es de 21cm.

c. Calcula el perimetro de un tridngulo rectangulo sabiendo que las medidas de los catetos son
numeros consecutivos y que la hipotenusa mide 5 cm.

3) Indicar la respuesta correcta entre las dadas en la siguiente proposicion: Para que la ecuacion ax? + 4x —
3 = 0 tenga dos soluciones reales y distintas, debe ser a:

4 . 4 4 .
a=z3 i)a < (— 5) i) a > (—5) iv)a = (—4)
4) Dada la ecuacién cuadratica: 2x? + bx + 2 = 0 y sabiendo que el discriminante es nulo, calcular el o los

valores de b.

1.5 ECUACIONES FRACCIONARIAS

UNA ECUACION FRACCIONARIA, EN LA VARIABLE X, ES LA QUE PUEDE SER EXPRESADA DEL A SIGUIENTE FORMA:
P(x)
=0
Q%)
DONDE P(x)Y Q(x) SON POLINOMIOS EN LA VARIABLE x Y Q(x) NO ES EL POLINOMIO NULO

&% FaIn.UNCo



Modulo de Matematica # Unidad 02: Ecuaciones e Inecuaciones 61

Dado que toda ecuacidn fraccionaria esta igualada a cero, es suficiente que el numerador de la misma sea
igual a cero, con el necesario cuidado de descartar los valores de la variable que anulan el denominador.

El valor de x que anula al numerador no debe anular al denominador puesto que entre los numeros reales no
esta definida la divisién por cero.

Antes de trabajar con ecuaciones fraccionarias recordemos las operaciones entre fracciones vistas en el
capitulo 1 de numeros reales.

Continuando con este analisis, entonces tendremos:

Por ejemplo, son ecuaciones fraccionarias:

1 x . 1+x 1+x 1+x)+2x.(—4
o —+—=4 esequivalentea:e —=4 ( )—4=O = w:g =
2x 2x 2x 2x 2x
1+x—-8x 1-7x
=0 & [ = 0]
2x 2x
x+1 x+1 x+1)+(x—2).(—3 x+1-3x+6 —2x+7
0 M3 X _3_( o EDHEDED —:0@[ =0]
x—2 x—2 x—2 x—2 x—2
3 5 2.34+5 6+5 11
o-—+—=0& =0<=>—=0<:)—=0]
x 2x 2x 2x 2x
5 6 4x.5+3x.6 20x+18x
o —4—=0& ——— =0 & [—=0]
3x 4x 12x 12x

Intentemos resolver la siguiente ecuacioén fraccionaria:

x2—1_
x+1

Para esto, aplicamos las propiedades ya conocidas.

Multipliquemos ambos miembros por x +1:

D=0+ ) D xt—1=0 AL
x+1 X - X a x, =—1

Si quisiéramos verificar que los nimeros obtenidos son soluciones de la ecuacién origina. ;Qué sucede? ;Qué
error hemos cometido?

CONCLUSION

. P
CUANDO RESOLVEMOS UNA ECUACION DEL TIPO Q(x) DEBEMOS DESCARTAR COMO POSIBLES SOLUCIONES A
(€]
LOS VALORES DE X QUE ANULAN EL DENOMINADOR Q(X) ES DECIR, LOS VALORES QUE SATISFACEN LA

ECUACION Q(X) = 0. ESTO SE DEBE A QUE NO ESTA DEFINIDA LA DIVISION POR O

Hagamos, de nuevo, el ejercicio propuesto al principio.
Resolver la ecuacion fraccionaria:

x2—1_
x+1

El primer paso es considerar que debeserx+1#0 = x = (-1)

Para esto, aplicamos las propiedades ya conocidas.
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Multipliqguemos ambos miembros por x +1.:

x?—-1 x =1
x+1)=0(x+1) =2x*-1=0 > ———
x+1 X, = —1

Como hemos establecido que x # (—1) entonces decimos que la solucion de la ecuacion es el siguiente
conjunto: Sol:x € {1}

ES MUY IMPORTANTE DEJAR ESCRITO CUAL ES EL CONJUNTO SOLUCION QUE HEMOS HALLADO Y A QUE VALOR
DE LA VARIABLE HEMOS DESCARTADO POR LA CONDICION INICIAL

1.6 EJERCITACION DE ECUACIONES FRACCIONARIAS
1) Hallar los x € R que satisfacen las siguientes ecuaciones:

4 4x? 1-3x 20x
a x——-=3 d)—— = —
x x-1 4 3
2.(1—-x x—6 x—8 2x—4
b) 20-x) _ x-6 e) =2 =
X 4 xX— xX+2
1 1 1 1
c) —F+-——=-

2x 4 10x S
2) Plantear y resolver los siguientes problemas:

a. De un numero natural m, sabemos que el inverso de su siguiente sumado al inverso de su
. 3
anterior da por resultado T Calcular m.

P 5 . . . . .
b. Hallar el numero que aumentado en sus A equivale a su triplo disminuido en 14.
c. ¢Qué numero hay que restar a 22 para que esa diferencia equivalga a la mitad de 22
6 P
aumentada en Iosg del numero que se resta?

1.7 ECUACIONES LOGARITMICAS
Son ecuaciones donde aparece la operacion logaritmo. Las estrategias de resolucion de estas ecuaciones
logaritmicas involucran la utilizacidn de las propiedades vistas en la unidad I.

Una condicién importante a tener en cuenta es que el argumento de un logaritmo debe ser estrictamente
mayor a cero. Esto debe figurar como condicién inicial al comenzar a resolver una ecuacion logaritmica.

Ejemplol: Hallar el conjunto solucion de la ecuacon: log log (x + 20) =log log 5 + log log (x + 7)
Como condicidn inicial diremos que: x+20>0 = x> (-20) y x+7>0 = x> (=7)
Consideraremos los valores de x que cumplan ambas condiciones a /a vez, es decir que tomaremos: x > (—7)
Ahora comenzamos la resolucion de la ecuacidn, propiamente dicha...
log log (x +20) =loglog 5 +log log (x +7) —loglog (x +20) =log log (5.(x+7)) -
15

x+20=5(x+7)-> x+20=5x+35 » —4x =35-20 X =

Efectivamente, el valor que hemos hallado cumple la condicién inicial ya que es mayor al niumero (-7), por lo

.z .z . .z - 15
tanto, puede ser tomado como solucién de la ecuacién. El conjunto solucién sera entonces: x € {— T}

Ejemplo 2: Hallar el conjunto solucion de la ecuacion: 2 log log x — log log 32 =log log x — log log 2
Como condicidn inicial diremos que: x > 0
Ahora comenzamos la resolucion de la ecuacidn, propiamente dicha...

2log log x —log log 32 =log log x —loglog2 - loglogx? —loglog 32 =loglogx —loglog2 -

&% FaIn.UNCo



Modulo de Matematica # Unidad 02: Ecuaciones e Inecuaciones 63

2 2
- Z =loglog: - Z =% 5 2x2=32x - 2x2-32x=0 —
32 2 32 2
2x(x—16)=0 > 2x=00x—16 =0 - n= , si realizamos la

xp=16
verificacion de dichos resultados, se puede ver que x = 0 NO es soluciéon ya que 2 log log 0 pero x =16 silo es,
luego el conjunto solucidn de esta ecuacidén sera: x € {16}

Ejemplo 3: Hallar el conjunto solucion de la ecuacion: 2**1 + 2*71 =20

Notemos que en este caso no hay necesidad de poner ninguna condicidn inicial, ya que cualquier nimero real
puede ser el exponente buscado.

Entonces, comenzamos con la resolucion:

271 42571 =20 5 2721 4+2% 271 =20 > 2% (2+3) =20 -

- 2".§=20 -2 = % - 2x=% -2 =8 —loglog 2* =log log 23

- x.loglog2 =3loglog2 - x=3,

Este ultimo ejemplo no es un caso especifico de ecuacidén logaritmica, corresponde a una ecuacion

exponencial, pero se utilizan las propiedades de logaritmo asi como también las de potenciacidn (en este caso)
para su resolucion.

Hallar los x € R que satisfacen las siguientes ecuaciones:

x =2
512 =3
0,1 =x

x+4)(x—4) =2

log log x —5\/; =

—loglog (x —3)

ull W
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2 INECUACIONES

DEFINICION: UNA INECUACION ES UNA DESIGUALDAD QUE CONTIENE INCOGNITAS (VALORES DESCONOCIDOS). EL OBJETIVO,
FRENTE A UNA INECUACION ES HALLAR EL CONJUNTO DE NUMERO REALES QUE SATISFACEN

2.1 INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA
Resolvamos la siguiente situacion a modo de ejemplo.

El tanque de nafta de un auto puede contener hasta 45 litros. Tiene conectado un sistema automatico de
alarma que se enciende cuando sélo quedan 8 litros en él. ;Cudntos litros de nafta es posible cargar cuando
recién se enciende la senal?

Si con x designamos la cantidad de litros que podemos cargar, el problema queda planteado con la siguiente
desigualdad: 8 + x = 45

Donde 8 representa la reserva, x los litros a cargar y 45 la capacidad maxima del tanque.
La desigualdad planteada es una /necuacion.

De la misma forma que para resolver ecuaciones necesitamos conocer las propiedades de las igualdades,
ahora necesitaremos conocer las propiedades de las desigualdades para poder resolver inecuaciones.

2.2 PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES:
Ley de Tricotomia: Esta propiedad enuncia que, cualesquiera sean los numeros reales a y b, se verifica entre
ellos, una y solo una de estas tres relaciones:a=b o a>b o a<b

Ley Transitiva: Esta propiedad enuncia que, si un niumero real es menor que otro y, a su vez, éste es menor
que un tercero, entonces el primero es menor que el tercero. En simbolos seria: Sia<by b<c = a<
cVvVa,b,c € R

Por ejemplo: Seaa=5,b =8y c=12. De esta manera tendremos las desigualdades 5<8 y 8<12 entonces 5
< 12 lo cual es correcto.

Ley de Consistencia del orden con la suma: Esta propiedad enuncia que, si un numero real es menor que otro
y le sumamos (a ambos) otro numero real, la relacion de orden queda conservada. En simbolos:Si a<b y c€
R = a+c<b+c

Por ejemplo: Sea a =-4,b =-2yc =3. De esta manera tendremos la desigualdad -4<-2, luego sumandoc =3 a
ambos miembros:-4+3<-2+3 = -1l<1,locualescorrecto.

Ley de Consistencia del orden con el producto: Esta propiedad enuncia que, si un niumero real es menor que
otro y le multiplicamos (a ambos) otro numero real POSITIVO, |la relacién de orden queda conservada. En
cambio si le multiplicamos (a ambos) otro nimero real NEGATIVO la relacién de orden queda en sentido
contrario.

En simbolos: Si a<b y ¢>0 = a.c<b.c

Por ejemplo;a =-4,b=2 y c=4. De esta manera tendremos la desigualdad -4<2 ,luego multiplicando ¢ =4
a ambos miembros: -4.4 < 2.4 = -16< 8, locual es correcto.

En cambio: Si a<b y ¢ <0 = a.c>b.c

Por ejemplo: a = -4, b = 2 y ¢c =-4. De esta manera tendremos la desigualdad -4< 2 ,luego multiplicando ¢ =-4 a
ambos miembros: - 4.- 4 < 2.-4 = 16> -8, locual es correcto.

Ley de Orden de los inversos: Esta propiedad enuncia que, si un numero real es menor que otro, su inverso
sera mayor que el inverso del otro.

En simbolos: Si %> ib<b,a¢0yb¢Oentonces % > ib

&% FaIn.UNCo



Modulo de Matematica # Unidad 02: Ecuaciones e Inecuaciones 65

Por ejemplo: a = -3, b = -2. De esta manera tendremos la desigualdad -3< -2, analizando el inverso de a y

1 1
b: = > = ,locuales correcto.

Ley de Orden de los cuadrados: Esta propiedad enuncia que, si un nimero real es menor que otro, su
cuadrado sera menor que el cuadrado del otro, cuando ambos sean POSITIVOS pero, en cambio, su cuadrado
sera mayor que el cuadrado del otro, cuando ambos sean NEGATIVOS.

En simbolos: Si 0 < a < b entonces a? < b?
En cambio: Sia < b < 0 entonces a? > b?

Por ejemplo. Si a = 2, b = 3. De esta manera tendremos 0 < a < b, por lotanto 32<2?2 = 9<4 locuales
correcto.

PeroSia=-7,b=-3.. De esta maneratendremos a< b <0, porlotanto(-7)°>>(-3)> = 49 >9,lo cual es correcto.

Regla de los signos: Esta propiedad enuncia que, si el producto entre dos numeros reales da resultado
POSITIVO, se nos pueden presentar dos situaciones que son: ambos factores positivos o ambos factores
negativos.

En simbolos: Si a.b >0 entonces ocurreque:(a>0 y b>0) o (a<0y b<0)

Por gfemplo:Sia=5b=30a=-2 b=-4, luego vemos que para los primeros valores tendremos 5.3 >0 =
15> 0 y paralos segundo valores -2.- 4 >0 = 8 > 0, se puede ver que ambas desigualdades son correctas.

En cambio, si el producto entre dos numeros reales da resultado NEGATIVO, se nos pueden presentar dos
situaciones que son: primer factor positivo y segundo negativo o, primer factor negativo y segundo positivo

En simbolos: Si a.b < 0entonces ocurreque:(a< 0 y b>0) o (a >0y b<0)

Por gjemplo:Sia=5,b=-30a=-2,b=4,luego vemos que para los primeros valores tendremos 5.-3< 0 =
15 <0 yparalos segundo valores -2.4< 0 = 8 < 0, se puede ver que ambas desigualdades son correctas.

Todas las propiedades enunciadas valen para el caso de = o de =, haciendo las excepciones con respecto
al cero cuando corresponda.

La regla de los signos enunciada para el producto también es valida para la divisidon, exceptuando el caso en
que el divisor sea cero.

a
En simbolos: Si ;> 0 ,b+#0entoncesocurreque:(a>0 y b>0) o (a<0y b<0)

Por ejemplo:Sia=12,b=30a=-2,b=-4,luego vemos que para los primeros valores tendremos %> 0 >

4 >0 ypara los segundo valores :—i >0 = §> 0, se puede ver que ambas desigualdades son correctas.
En cambio : Si %<O , b # 0 entonces ocurreque: (a< 0 y b>0) o (a >0y b<0)

Por ejemplo:Sia=12,b=-30a=-2,b=4,luego vemos que para los primeros valores tendremos %< 0 >

-2 -1 .
-4 < 0 y para los segundo valores - < 0> < 0, se puede ver que ambas desigualdades son correctas.

Ahora estamos en condiciones de resolver el problema planteado en un principio. Debiamos resolver la
inecuacion: 8 + xs= 45.

Resolucién:
8+x<45 (sumando — 8 a ambos miembros)
8+x+(-8)<45+(-8)
x <37

Luego, podemos cargar cualquier cantidad de litros, siempre que sea menor o igual que 37.
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—-2x+4 <4
Veamos otro ejemplo: resolver la inecuacion 3 -
Resolucién:
-2x+4 . . . .
3 <4 (multiplicamos ambos miembros por 3y la desigualdad se mantiene)
-2x+4 3<4.3
3
-2x+4<12
—2x+4+ (-2 +(-4)
—-2x <8 (multiplicamos ambos miembros por [— %] v la desigualdad cambia)
—2x~(—l]28(—1]
2 2
X>—4

Dar dos valores de x que verifiquen la inecuacién original y dos valores que no la verifiquen.

Definiendo previamente:

Conjunto Solucién: Representa el conjunto de valores, dentro del Dominio de Validez, que satisfacen la
inecuacion o ecuacion planteada.

Dado que los resultados de la resolucion de las inecuaciones son intervalos de niumeros reales y estos son
CONJUNTOS, podemos establecer entre ellos las operaciones entre conjuntos que son:

UNION: El resultado de la Unién de dos intervalos es un intervalo que contiene a los elementos de uno o del
otro. Se representa por el simbolo U puesto entre los intervalos correspondientes.

Ejemplo.; (-5 ,3]U (0,4]=(-5,4]

Representamos la situacién en la recta numeérica, de la siguiente forma:

INTERSECCION: El resultado de la Interseccién de dos intervalos es un intervalo que contiene a los elementos
que pertenecen a AMBOS intervalos simultaneamente. Se representa por el simbolo N puesto entre los
intervalos correspondientes.

Ejemplo: (-5,3]N(0,4]=(0, 3]

Representamos la situacion en la recta numeérica, de la siguiente forma:
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Existe un conjunto especial, llamado “Vacfo”que se nombra con el simbolo g y se define como el conjunto que
NO contiene ningun elemento.

Continuando con el andlisis del ejemplo previo a las definiciones

¢Cudntos son los valores de x que verifican la inecuacion del ejemplo? Graficarlos en la recta numérica.

Observacidn: El conjunto solucién puede ser expresado utilizando la notacién de intervalos. En el ejemplo, el
conjunto solucion estaria dado por el intervalo [-4, +).

Actividad:
Consideremos la siguiente inecuacion:
-3x+8>-3-(x+5)+30

¢Cudl es su conjunto solucion?

Dada la inecuacion:

2x+5

<3+x

¢Cudl es su conjunto solucion?

Hay situaciones en las que los valores requeridos deben satisfacer dos condiciones a la vez o simplemente
alguna de ellas. Veamos como proceder en cada uno de estos casos.

Ejemplo 1:

Encontrar los valores reales de x que satisfacen:

5%~ 2<2 y —2x <10 (ambas deben satisfacerse a la vez)

La solucidon de la primera inecuacion esta dada por {x€ER: x< 8} = (-0, 8).
Por otra parte, para la segunda inecuacidn, el conjunto solucidn es: {xeR: x= -5} = [-5, +).

La solucidn del ejercicio esta dada por los x que satisfacen ambas inecuaciones a la vez, es decir, los valores
de x que pertenecen a ambos conjuntos solucion.

En simbolos: {x € Rix &&”’2 -5} = (==, 8) N [-5, +=) = [-5, 8).

Graficamente:

L | i
C T —
-5 0 8
Ejemplo 2:
+2
X <-2-X
3 o x—12=2 (los valores de x deben satisfacer al menos una de las inecuaciones)
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La solucidn de la primera inecuacion esta dada por {x€R: xs -2} = (-, -2].
Por otra parte, para la segunda ecuaciodn, el conjunto solucidn es: {xeR: x= 3} = [3, +).

La solucidn del ejercicio esta dada por los x que satisfacen al menos una de las inecuaciones, es decir, los
valores de x que pertenecen a un conjunto solucién o al otro.

En simbolos: {x € R:x=s -2 0 x= 3} = (-, =2] U [3, +).

Graficamente:

ACTIVIDAD:
1) Hallar el conjunto solucidon en cada caso y representarlo en la recta numérica.

a)3—2(a—3)<2(a+2) d)5z—-8>2 y z< -5

by i3 < X*2 e)x2—5x—6 <0
2 -3

x-1 _ 1-2x
Cc)— >
2 3

0 l(x—2)<lx+5 f)z—x>4
2 3 x+3
2) Plantear y resolver los siguientes problemas:

a) Las edades de Hernan, Dario y Guido suman mas de 52 anos. Hernan es un ano menor que Guido y tres
anos mayor que Dario ¢Hernan, es mayor de edad?

b) Averiguar el o los numeros enteros tales que su triplo menos 6 es mayor que su mitad aumentada en 4 y su
cuadruplo aumentado en 8 es menor que su triplo aumentado en 15
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3 TRABAJO PRACTICO INTEGRADOR DE ECUACIONES E INECUACIONES

1) Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado y escribir el conjunto solucidn:
50— 1D+16.2y+3)=3.2y—-7)
a) 7.(18—p)—6.3-5p)=—-(7+9)—-32p+5)—12
by v-D@2+y)=5-y(A-y)—2y
c) 6(§x+%)=x2+3
d) (x—5)%=2x(x-5)
2) Hallar el conjunto solucidn de las siguientes ecuaciones:
a) 2x24+2x—4=0
b) (x+3)(x—1)=4x—-3

)x—\/§_ %\/5
¢ 3WZ  x+V3

d) (x + 2v10) - (x — V40) = V36

3) Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones e identificar cudles de ellas son equivalentes:
(-3 =2 (Cx+3) =se+s
Y74) T 16 6" -

1 2 —1) = 2y -
—3(x—1)(x+§)=0 3x“+3@Bx—1) =23x + 2x%) — 13

4) Responder:

¢Es posible encontrar valores de x que satisfagan (x + 3)(x- 3) = 5(x + 2) + 31y al mismo tiempo?

¢Es posible encontrar valores de t que satisfagan 8t?> = -4t y ala vez?

5) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.
2x? —x
=-15
El conjunto solucidén de la ecuacidn X esta dado por {0, -7}.

El par (x,y) = (5, 2) es solucion de la ecuacion 3x? — 2y = 51 + 10y.

@+3)° _,

Las ecuaciones a+3 y @a+3=0 gon equivalentes.
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Identificar a qué tipo de ecuacion corresponde a cada problema y resolverlo.

De un depdsito lleno de liquido se saca la mitad del contenido; después, la tercera parte del resto y
guedan aun 1.600 litros. Calcular la capacidad del depdsito.

Hallar dos numeros naturales impares consecutivos tales que su producto sea 255.

Hallar la longitud de cada lado del triangulo, sabiendo que su 3x-3 B4x
perimetro es de 42 cm

2x%+9

Un rectangulo tiene por dimensiones el triple y el quintuplo del lado de un cuadrado. Calcula las
dimensiones de ambos cuadrilateros, sabiendo que la diferencia entre sus areas es de 2058 cm2.

El perimetro del tridngulo isésceles de la figura es 19 b
cmy los lados iguales son abybc. Hallar la longitud del
lado ac ab=2x+3cm
bc=3x+2cm
@ [

¢Cual es el numero real, tal que su inverso sumado al cuadrado de su inverso, da por resultado 67?

En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo piso son la mitad de las del
primero, scudntas habitaciones hay en cada piso?

Se ha comprado un traje, un bastén y un sombrero por $259. El traje costé 8 veces lo que el sombrero
y el baston $30 menos que el traje. Hallar los precios respectivos.

Dos angulos suman 180°y el duplo del menor excede en 45°al mayor. Hallar los angulos

El numero de dias que ha trabajado Pedro es 4 veces el numero de dias que ha trabajado Enrique. Si
Pedro hubiera trabajado 15 dias menosy Enrique 21 dias mas, ambos habrian trabajado igual nimero
de dias. ¢Cudntos dias trabajé cada uno?

Un padre da a su hijo, 16 problemas para resolver con la condicidon de que: por cada problema que
resuelva el muchacho recibira 12 pesos y por cada problema que no resuelva perdera 5 pesos.
Después de trabajar en los 16 problemas el muchacho recibe 73 pesos. ¢ Cudntos problemas resolvio
y cudntos no resolvio?

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 68 metros y el ancho se aumenta en 4
metros, la superficie de la sala no varia. Hallar las dimensiones de la sala.
El cuadruplo de un numero excede en 19 a la mitad del nimero aumentada en 30. Hallar el numero.

Un grupo de turistas contrata una excursion a razén de $90 por persona. Al salir, se encuentran con

que desistieron 3 turistas y la empresa les informa (a los que van a viajar) que deben abonar $1 mas
por persona. Cudntas personas hacen la excursion?
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7) Resolver las siguientes ecuaciones fraccionarias
a) — = X418
x+3  x2-9 x-3
1 1 x+1
b) 2t T o
c) x2+15+ A4 -2
x2-9 x+3  x-3
8) Resolver las siguientes inecuaciones:
— 3 1
2 —3)+5x<x+4 §x+§(4_x)>3(x_1)
2( 5+1<3 2_3 16 2
—(x - X—=—=X ’
5 3 5 3x— |——x<=-09x—-1)
9 3
9) Resolver los siguientes problemas:

a) La suma de dos niumeros reales debe ser menor o igual que 20 y sabemos que uno es la mitad del otro.

A qué intervalo pertenecera el primero de dichos numeros?

b) La empresa distribuidora de gas calcula el costo de cada factura con un valor fijo de $23 a lo que le
adiciona el consumo, a razén de $0,15 por m3 de gas consumido. Si una familia viene abonando facturas
que oscilan entre $155 y $ 188, sentre qué valores esta oscilando el consumo de gas?

c) Determinar el o los valores de b para que la ecuacion 4x2 + bx + 1 = 0 no tenga raices reales.

d) Sila ecuacion 3x2 + b.(x —2) + 1 = 0, tiene como raices dos nimeros que sumados dan como resultado

6, cudl es el valor de b?
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1 FUNCIONES: GENERALIDADES

1.1 FUNCIONES A NUESTRO ALREDEDOR
En casi todos los fendmenos fisicos observamos que una cantidad depende de otra. Por ejemplo, la estatura

de una persona depende de su edad y la temperatura ambiente de un lugar depende de la fecha en la que se
mide (vea Figura 1). Usamos el término funcidn para describir esta dependencia de una cantidad con respecto
a otra. Esto es, decimos lo siguiente:

e Laestatura es una funcidén de la edad.

e Latemperatura ambiente es una funcioén de la fecha.
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Edad (en afios)
La estatura es funcidn de la edad. La temperatura es funcién de la fecha.

Figura 1. Grdficas de diferentes funciones

¢En qué otras funciones podemos pensar? Veamos a continuacion algunos ejemplos:

e Elareade un circulo es una funcion de su radio
e Elndmero de bacterias en un cultivo es funcién del tiempo.
e El peso de una astronauta es una funcién de su elevacion.

e El precio de una mercancia es una funcién de la demanda de esa mercancia.

La regla que describe la forma en que el area A de un circulo depende de su radio r esta dada por la férmula
A = mr?. Aun cuando no exista una regla o férmula precisa que describa una funcidn, todavia podemos
describir la funcién por medio de una grafica. Por ejemplo, cuando abrimos la llave del agua caliente de un
grifo, la temperatura del agua depende de cuanto tiempo haya estado saliendo el agua. Por tanto, podemos

decir:

e Latemperatura del agua de la llave es una funcién del tiempo.

La Figura 2 muestra una grafica aproximada de la temperatura T del agua como funcién del tiempo t que haya
transcurrido desde que se abrid la llave. La grafica muestra que la temperatura inicial del agua es cercana a
la temperatura ambiente. Cuando el agua del tanque de agua caliente llega a la llave, la temperatura T del
agua aumenta rapidamente. En la siguiente fase, T es constante a la temperatura del agua del tanque. Cuando

éste se descarga, T disminuye a la temperatura del agua fria de alimentacion.
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Figura 2: Grdafica de la temperatura T del agua en funcidn del tiempo t.

1.2 DEFINICION DE FUNCION
Una funcidn es una regla de asignacion, dice “a x valor le va a corresponder y valor”. Para hablar de una

funcidén, es necesario darle un nombre. Usaremos letras como f, g, h,... para representar funciones. Por
ejemplo, podemos usar la letra f para representar una regla como sigue: “f” es la regla “elevar al cuadrado el

numero x"

Cuando escribimos f(2) queremos decir “aplicar la regla f al nuimero 2". La aplicacidon de lareglada f (2) =

22 = 4. Del mismo modo, f (3) =32 = 9,f (4) = 4% =16,y en general f (x) = x2

DEFINICION DE UNA FUNCION
UNA FUNCION f ES UNA REGLA QUE ASIGNA A CADA ELEMENTO X DE UN CONJUNTO A EXACTAMENTE UN ELEMENTO,
LLAMADO f(x), DE UN CONJUNTO B.

Por lo general consideramos funciones para las cuales los conjuntos A y B son conjuntos de numeros reales.
El simbolo f (x) se lee “f de x” 0 “f en x” y se denomina valor de f en x, o la imagen de x bajo f. El conjunto A
recibe el nombre de dominio de la funcidn. El rango de f es el conjunto de todos los valores posibles de f (x)

cuando x varia en todo el dominio, es decir, Rango de f = {f (x)/x € A}.

El simbolo que representa un nimero arbitrario del dominio de una funcién f se llama variable independiente.
El simbolo que representa un nimero en el rango de f se llama variable dependiente. Por tanto, si escribimos

y =f (x), entonces x es la variable independiente e y es |la variable dependiente.

Otra forma de representar una funcién es por medio de un diagrama de flecha como en la Figura 4. Cada
flecha conecta un elemento de A con un elemento de B. La flecha indica que f(x) esta asociada con x, f (a) esta

asociada con a, y asi sucesivamente.
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Figura 3: Diagrama de flecha.

EJEMPLO 1 Andlisis de una funcion
Una funcidn f esta definida por la formula
f(x) =x*+4
(a) Expresar verbalmente cémo actua f sobre el valor x para producir el valor f (x).
(b) Evaluar f (3), f (=2) y f(/5)

(c) Encontrar el dominio y rango de f.

SOLUCION
(a) La férmula nos dice que f primero eleva al cuadrado a x y luego le suma 4 al resultado.
Por tanto, f es la funcidon “elevar al cuadrado, luego sumar 4"

(b) Los valores de f se encuentran al sustituir por x en la formula f (x) = x? + 4.

f3)=(3)?*+4=13 Sustituir x por 3
f(=2)= (-2 +4=8 Sustituir x por -2
fGW5) = (V5)2+4=9 Sustituir x por \/5

(c) El dominio de f esta formado por todos los valores posibles de x. Como podemos evaluar la férmula f (x) =

x? = 4 para cualquier numero real x, el dominio de f es el conjunto de todos los numeros reales.

El rango de f esta formado por todas las posibles valores de f(x). Como x? > 0 para todos los nimeros reales
X, tenemos x? + 4 > 4, de modo que por cada salida de f tenemos f (x) = 4. Entonces, el rango de f es
Oy 2 4} = {4,).

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.1

1) Expresar la funcion (o regla) en palabras h(x) = x* + 2

2) Evaluar la funcion enx = 2

3) Evaluar la funcidn en los siguientes valores: f(—3), f(3), f(0), f (%) ,f(10)

f@) = x*-6
4) Encontrar el dominio de la funcién

f(x) = 2x
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1.3 EVALUACION DE UNA FUNCION
En la definicidon de una funcidn, la variable independiente x desempena el papel de un simbolo o digito. Por

ejemplo, la funcién f (x) = 3x? + x — 5 se puede considerar como:
F()=3.00240-5
Para evaluar f en un nimero, sustituimos el numero por el simbolo o digito.

EJEMPLO 2:Evaluacién de una funcién

Sea f (x) = 3x? + x — 5. Evaluar cada valor de la funcion.

1
@2 B ©@f@  @Df(5)
SOLUCION: Para evaluar f en un nimero, sustituimos el nimero por x en la definicién de f.
@ f(-2)=3.(-2)2+(-2)—-5=5
(b) f(0)=3.(002+0—-5=-5
(€) f(4)=3.(4)*+4—-5=47

@ (=30 +()-5=-2

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.2
Evaluar la funcion en los valores indicados:

1
f@=2x+1  en  fOEDS(3) F@ fa),f@+b)

EJEMPLO 3:Una funcién definida por tramos

Un plan de teléfono celular cuesta $39 al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cobra $0.20 por cada

minuto adicional de uso. Los cargos mensuales son una funcién del nimero de minutos usados, dada por:
C(x) =39 si 0 <x <400
C(x) = 39+ 0.20(x — 400) si x> 400

Encontrar €(100),C(400) y C(480).

SOLUCION Recordemos que una funcién es una regla. Veamos cémo aplicamos la regla para esta funcion.
Primero vemos el valor de x.5i 0 < x < 400, entonces el valor de C(x) es 39. Por otra parte, si x > 400,

entonces el valor de C(x) es 39 + 0.20 ((x — 400).
Como 100 < 400, tenemos C(100) = 39.
Como 400 < 400, tenemos € (400) = 39.
Como 480 < 400, tenemos € (480) = 39 + 0.20(480 — 400) = 55.

Por tanto, el plan cobra $39 por 100 minutos, $39 por 400 minutos y $55 por 480 minutos.
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.3
Evaluar la funcién definida por tramos en los valores indicados.

f(x) = x* six<0
fx) = x+1 six > 0
f(=2),f(-1),f(0),f(1),f(2)

EJEMPLO 4:El peso de una astronauta
Si una astronauta pesa 130 libras en la superficie de la Tierra, entonces su peso cuando esté a h millas sobre

la Tierra esta dado por la funcién:

3960 )2

w(h) =130 (3960 +h
(a) ¢Cuadl es su peso cuando ella esté a 100 millas sobre la Tierra?
(b) Construir una tabla de valores para la funciéon w, que da el peso de la astronauta a altitudes de 0 a 500

millas. ;Qué se concluye a partir de la tabla?

SOLUCION
(a) Buscamos el valor de la funcién w, cuando h = 100 ; esto es, debemos calcular w(100).
(100) = 130( 3960 )2 123.67
W - 3960 + 100/ ~ <~

Entonces, a una altitud de 100 millas, ella pesa unas 124 |b.

(b) La tabla da el peso de la astronauta, redondeado a la libra mas cercana, en incrementos de 100 millas.

Los valores de la tabla estan calculados como en (a).

H w(h)
0 130
100 124
200 118
300 112
400 107
500 102

La tabla indica que cuanto mas alto se encuentre ella, menor es su peso.

1.4 DOMINIO DE UNA FUNCION
Recordemos que el dominio de una funcidn es el conjunto de todos los valores para los cuales la funcidon puede

calcularse. El dominio de una funcién puede indicarse explicitamente. Por ejemplo, si escribimos

fx)=x* 0<x<5
entonces el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales x para los cuales 0 = x < 5.
Si la funcidn esta dada por una expresion algebraica y el dominio no se indica explicitamente, entonces por
convencion el dominio de la funcidn es el dominio de la expresion algebraica, es decir, el conjunto de todos

los numeros reales para los cuales la expresion estd definida como un nimero real. Por ejemplo, considere

las funciones
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f) = g(x) = Vx

x—4
La funcidn f no esta definida en x = 4, porque la divisiéon por cero no esta definida en matematica, de modo que
su dominio es {x € R | x # 4}. La funcidn g no esta definida para x negativa, de modo que su dominio es {x €

R|lx = 0}

EJEMPLO 5: Hallar dominios de funciones

Encuentre el dominio de cada una de las funciones siguientes.

_ 1 _ ) —__t
(a) fl) = g (b) gx) =v9—x (o) h(t) = =
SOLUCION
(a) Una expresion racional no esta definida cuando el denominador es 0. Como
f)=5—=—

xZ-x  x(x-1)
vemos que f (x) no esta definida cuando x = 0 0 x = 1. Entonces, el dominio de f es {x |x # 0,x # 1}
El dominio también se puede escribir en notacién de intervalos como:

(00,0) U (0,1) U (1, 00)
(b) No podemos tomar la raiz cuadrada de un niumero negativo, de modo que debemos tener
9-x2 >0

Podemos resolver esta desigualdad para hallar que —3 < x < 3. Por lo tanto, el dominio de g es

{x| =3<x<3} =[-33]
(c) No podemos tomar la raiz cuadrada de un numero negativo, y no podemos dividir entre 0, de modo que

debemos tenert + 1 > 0,esdecir,t > —1.Por lo tanto, el dominio de h es

{t|t>-1}=(-1, o).

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.IV

Encuentre el dominio de las siguientes funciones
1
@ fx)= o
(b) w(x) =vVx-5

1.5 CUATRO FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION
Para ayudarnos a entender lo que es una funcién, hemos empleado diagramas de flecha. Podemos describir

una funcidén especifica en las siguientes cuatro formas:

° Verbalmente (por descripcion en palabras)
° Algebraicamente (por una formula explicita)
° Visualmente (por una grafica)
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° Numeéricamente (por una tabla de valores)

Una funcidn individual puede estar representada en las cuatro formas, y con frecuencia es util pasar de una

representacion a otra para tener mas informacion sobre la funcidn.

No obstante, ciertas funciones se describen en forma mas natural por medio de un método que por los otros.

Un ejemplo de una descripcion verbal es la siguiente regla para convertir entre escalas de temperatura: “Para
. . . T 9 .

hallar el equivalente Fahrenheit de una temperatura Celsius, multiplicar por : la temperatura Celsius y luego

sumar 32."

Una representacion ttil del area de un circulo como funcién de su radio es la férmula algebraica: A(r) = mr?

La grafica producida por un sismoégrafo es una representacion visual de la funcion de aceleracion vertical
a (t) del suelo durante un terremoto. Como un ejemplo final, considere la funcién C (w), que se describe
verbalmente como “el costo de enviar por correo una carta de primera clase con peso”. La forma mas

conveniente de describir esta funcion es numéricamente, es decir, usando una tabla de valores.

CUATRO FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION

Verbal Algebraica
Usando palabras: “para convertir de grados Usando una férmula:
celsius a fahrenheit, multiplicar la temperatura A(r) = nr?

. 9 ”
celsius por,, luego sumar 32.

Relacidn entre escalas de temperatura Celsius y Area de un circulo.

Fahrenheit.
Visual Numérica
Usando una grafica Usando una tabla de valores
10 w(onzas) C(w)(dolares)
ad
& O<w<1 1.22
47 1<wg<?2 1.39
. 2<ws<3 1.56
E 2. 3<w<4 1.73
T 4 4<w<5 1.90
=5 . .
8
=10

(=8 80 100 120 140 180
ts)

=]
B 4
8

] ] Costo de enviar por correo un paquete de primera clase.
Aceleracion vertical durante un terremoto

EJEMPLO 6:Representar una funcion verbal, algebraica, numérica y graficamente.

Sea f (C) la temperatura Fahrenheit correspondiente a la temperatura Celsius C. (Asi, F es la funcidon que
convierte entradas Celsius en salidas Fahrenheit.) El cuadro citado lineas antes da una descripcion verbal de

esta funcién. Encontrar formas de representar esta funcion
(a) Algebraicamente (usando una féormula)

(b) Numéricamente (usando una tabla de valores)
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(c) Visualmente (usando una grafica)

SOLUCION

(a) La descripcidn verbal nos dice que primero debemos multiplicar la entrada C por g y luego sumar 32 al

resultado.

£(0) =§c+32

(b) Usamoslaférmula algebraica para F que encontramos en la parte (a) para construir una tabla de valores:

C (Celsius) F (Fahrenhesit)
—-10 14
0 32
10 50
20 68
30 86
40 104

(¢) Usamos los puntos tabulados en la parte (b) para ayudarnos a trazar la grafica de esta funcién en la

Figura 4.

20 30 40 C

-
o

10 0 10

Figura 4: Grdfica de la funcién buscada.
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.5

Para la siguiente descripcion verbal de una funcidn, encontrar representaciones:
a) Algebraica
b) Numérica
¢) Grafica

“Para evaluar f(x), divida la entrada en 3 y sume g al resultado”.

1.6 EJERCITACION

1. Siuna funcion f esta dada por la formulay = f (x) entonces f (a)esla___ de fenx =a.
2. Para una funcidn f, el conjunto de todas las posibles entradas sedenomina _______ de f,y el conjunto
de todas las posibles salidas se denomina__~ de f.
3.
a) ¢Cudles de las siguientes funciones tienen 5 en sus dominios?
x—5
gx) =x?—3x h(x) = j(x) =vx—10

(b) Para las funciones de la parte (a) que tienen 5 en sus dominios, encuentre el valor de la funcién en 5.
4, Una funcion esta dada algebraicamente por la férmula f (x) =(x — 4)> + 3. Complete estas otras
formas de representar a f:
(a) Verbal: “Restar 4,luego _____ y
(b) Numérica:

X f(x)

0 19

2

4

6
5. Exprese la funcion (o regla) en palabras.

(a) h(x) =x?>+2
b  f=

(© k() =vVx+2
d g =3-4
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6. Complete las siguientes tablas
(a) f@) =2(x — 1) (b) f@) =2(x— 1)
x f(x) x f(x)
0 -2
1 0
2 1
3 3
7. Evalue la funciéon w(x) = x3 + 2x, en los valores indicados a continuacion
1
w(=2), w(1), w(0), w (5) ,w(0.2)
8. Evalue la funcidn definida por tramos en los valores indicados.
(a) gx)={x?six<0x+1six=0 g(=2),9(-1),9(0),9(1),9(2)
(b) h(x) ={5 Six<22x—3six>2 h(—3),h(0),h(2),h(3),h(5)
(c) fx)={3x six<0x+1 si0<x<2(x—2)?six>2 f(=5),f00),f(1),f(2),f(5
8. Encuentre el dominio de la funcidn
a) f(x)=2x h) m@®)=3t-1
b) gx)=2x, —1<x<5 i) b(x) =v2x =5
c) h(x)=x2+1, 0<x<5 i) Z(x):4\/x2—6x
d i(x)=x?+1 __3
) () =x k) n() ===
() = -1
o) j(x) == ) o() =
xX+2 4
f) k(x)= = m) p(x) = xzj:x—s
g lx)=vx-5
10. Se da una descripcion verbal de una funciéon. Encuentre representaciones: algebraica, numérica y

grafica para la funcion.
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Para evaluar f (x), divida la entrada entre 3 y sume 2/3 al resultado.

Para evaluar g(x), reste 4 de la entrada y multiplique el resultado por 3/4.

El siguiente grafico muestra como se reproduce una colonia de bacterias segun pasa el tiempo en dias

1800
1600
1400 °
1200
1000
800
600
400

200
¢ L-]

Observando el grafico, responder:

a)

b)

c)

d)

e

f

g

h)

i)

12.

¢;Cudntas bacterias integraban la colonia al inicio de la experiencia?

¢/Qué dia habia 400 bacterias en la colonia?

¢;Cudntas bacterias habia el tercer dia?

Jdurante qué tiempo hubo el maximo de bacterias en la colonia y cudl fue esa cantidad?
¢Durante qué lapso de tiempo, la poblacion de bacterias crecio?

JA partir de qué dia, la poblacidon de bacterias comenzo a decrecer?

jeudntos dias la poblacion se mantuvo disminuyendo?

¢Cudntos dias durd la experiencia?

¢En algun tiempo, la poblacion se mantuvo estable en cuanto a la cantidad de integrantes de la colonia?

;Cudl fue ese tiempo?

Una empresa de taxis cobra $15 la bajada de bandera y luego cobra $3,50 por cada Km recorrido

mientras que otra empresa cobra $12 la bajada de bandera y luego $4,20 cada Km recorrido.

a)

b)

c)

d)

Analizar cudl empresa nos cobra mas barato si recorremos 2Km
Analizar cudl empresa nos cobra mas barato si recorremos 6,5Km
¢Para qué cantidad de kildmetros ambas empresas nos cobrardn la misma tarifa?

Expresar las tarifas de ambas empresas como funciones y graficar en un mismo sistema de ejes.
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e) A partir del grafico realizado en el inciso anterior deducir hasta qué cantidad de Km recorridos nos
conviene la primera empresa y a partir de qué cantidad de Km recorridos nos conviene la segunda

empresa.

13. La distancia en metros que recorre un objeto que cae desde una altura determinada puede calcularse

mediante la féormula f(t) = 5t2, donde ¢ es el tiempo medido en segundos desde que comienza la caida.
a) Silaaltura desde la que cae el objeto es 405 metros, ;Cudl es el dominio de la funcién?

b) Siel dominio fueran todos los valores entre Oy 7, la altura desde la que cayd el objeto ¢Es mayor o menor

que en el caso original? ;Como te das cuenta?

14. Si un rectangulo tiene 3m de perimetro, se puede calcular su altura A segun la longitud B de la base,

ambas en metros.

a) Completa la tabla:

b) ¢Hay algun valor que no pueda tomar la base? ¢Por qué?
¢) ¢Cudal es el dominio de la funcion?

15. Un objeto cae desde cierta altura a una velocidad en cada instante estimada con la formula v = 5¢, la
variable v es la velocidad, medida en metros por segundo, y la variable t es el tiempo, medido en segundos,

desde el inicio de la caida.

a) Completa la tabla de valores:

t 0] 1| 2| 3| 4| 5| 8| 7
v

b) Se sabe que el objeto tarda 10 segundos en llegar al suelo. ;Con qué velocidad llega?
¢) Construi un grafico de esta funcion.
d) iCudles laimagen de la funcion? ;Por qué?

e) ¢Cambiaria la imagen si el objeto tardara 15 segundos en llegar al suelo? ;por qué?

16. Sean las funciones f(x) = —2x + 5, g(x) = x? — Sxdw h(x) =2

X

f3.9(-1)

a) Hallar ha)
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b) Resolver las ecuaciones:
i glx)=-2
ii. h(x)+h(x+2)=2
ji. f(-1)=gx+1)

¢) Armar una tabla de valoresy representar graficamente.

2 ESTUDIO PARTICULARDELA
FUNCION LINEAL

Una funcién lineal es una funcidon polindmica, definida de reales en reales, de la siguiente forma:
f:R->R talque f(x) =ax+b con a,b €ER
El dominio de una funcidn lineal es R y laimagen es R . La grafica de la funcidn lineal es una recta. Ya hemos

visto ejemplos de funciones lineales anteriormente.

Observaciones importantes:

1) Consideremos las rectas verticales, delaforma x =a con a €R

Por ejemplo la recta x = 2 . Su grafica seria:

Dijimos que para que una relacion y\
sea funcion se debe cumplir que [

para cada del dominio hay un tnico 5|Eie Y
en la imagen.

En este caso, el valor tiene infinitas
imagenes. En todos los pares
ordenados de la relacion
aparecera el numero 2 en el primer —
lugar asociado a cada valor que :
queramos tomar del eje Y

1 2 3 Eje X

Bl s e e M W s

Podemos concluir, entonces, que
NO ES FUNCION.
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2) Consideremos las rectas horizontales, de laforma y=5b con b €R

Por ejemplo la recta y = 3 . Su grafica seria.

5 Eje ¥

-3 -2 -1 -1 1 2 3 Eje X

Estos son dos casos especiales, aceptados en esta unidad y los llamaremos FUNCIONES CONSTANTES.

El coeficiente a € R que figura enla expresion de una funcidn lineal se llama PENDIENTE DE LA RECTA e indica

la inclinacidn de la misma. Analizamos este concepto con el siguiente esquema grafico:

P Py =(xy, }’1”1,
. ri
EjeY P
Po=(x,¥yy) !
. N B i
......... i I I —
] X1 — Xg
< B
< — L =
P Eje X

Los puntos Py = (%9, ¥0) ¥ P, =(x1,y,) pertenecenalarecta y=ax+b , porlotanto:
yy=ax; +b
Yo=ax, +b

Luego: y,— y, = (ax; +b)—(axyg + b) =ax; — ax, = a(x; — xp)

Y1i— Yo
X1~ X0

Es decir:a =
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cateto opuesto -
Por otro lado: tg B = b = N1

cateto adyacente X1— Xo

Queda como conclusién que: a = tan 8

Este es un dato muy importante, significa que la pendiente de una recta es la tangente del angulo que ella
forma con el eje X

EJEMPLO 1:Hallar la ecuacion de la recta que forma una angulo de 45° con el eje x y pasa por el punto Q =

1,2)

La recta buscada
Eje Y seria la que muestra
el el esquema.
Q=(1.,2)"
0
~, 45°
— ~ * >
Eje X

Sabemosque a=tan45° = a=1
La recta buscada tiene pendiente igual a 1, por lo cual tendria este formato: y = x + b.

Por otro lado nos piden que el punto Q = (1,2) pertenezca a la recta buscada y esto significa que debe
verificar su ecuacion. Es decir que para el valor x =1 debe resultar y =2. Reemplazando en la primera
propuesta de ecuacion de la recta quedaria lo siguiente:

2=1+b 2—-1=b = b=1

Ya se tienen todos los datos necesarios para armar la ecuacion de la rectay ésta seria:y =x + 1
EJEMPLO 2:1Indicar el angulo que forma la recta y = v/3x — 4 con el eje x

Sabemos que a = tan  siendo f el angulo que forma la recta con el eje X, es decir que: tgf = V3 = f =
arctan\3 = B = 60°

Veamos ahora la forma de encontrar las intersecciones con los ejes coordenados en una funcion lineal:

a) Dada la funcion lineal y = ax + b, la evaluaremos en el valor x = 0. Se tendra, entoncesque:y =a.0 +

b = y=b.Poresterazonamiento el punto P = (0, b) pertenece a la funcién. Graficamente, este punto es

laintersecciéon de la recta con el eje y y por esto llamaremos al nimero b, la “ordenada al origen”de la funcion

lineal

b) Dada la funcidn lineal y =ax + b, la evaluaremos en el valor y =0. Se tendra, entonces que:

0O=a.x+b = x= —S . Por este razonamiento el punto Q = (- S 0) pertenece a la funcion.

e - . g . P b
Graficamente, este punto es la interseccién de la recta con el eje X y por esto llamaremos al niumero x = -

la “raiz o cero”de la funcion lineal.
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.1
1) Dadala funciodn lineal f(x) = — %x +2
a) Indicar Dominio e Imagen de la funcidn, pendiente y ordenada al origen.

b) Hallar los puntos de interseccidon con los dos ejes coordenados.
c) Graficar.

2) Dadas las siguientes tablas de valores que representan funciones, indicar cuales son lineales y
cuales no lo son. Justificar la eleccion.
Entre las que son lineales, ;qué diferencias podriamos mencionar?

3) Observando el siguiente grafico que contiene varias funciones lineales, indicar:

Eje Y
1 8
<€ | |
T——_Ejex
v

a) ¢cudles tienen la misma pendiente?

b) ¢icudles tienen la misma ordenada al origen?
¢) ¢cudlestienen raizen x = 3?

d) ¢cudles tienen pendiente positiva?

e) ¢cudles tienen pendiente negativa?

f) ¢cudles tienen la misma raiz?

4) Dar laecuacionde una funcion lineal que forma un angulo de 60° con el eje Xy lo corte en x = (—2).

#C10NA,
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2.1 ECUACION DE LA RECTA

Continuamos estudiando a la funcién lineal y veremos ahora la forma de hallar la ecuacion de una recta si

sabemos un punto por donde pasay la pendiente.

Sealarectay =ax + byun
N P=(ny) punto conocido de ella
EeY -
y .
i Py = (xp 5 Yo)
...-"'../ :’r - }’D
B=(5, v | . i
A § Hemos dicho que la pendiente
/_,-. """" de la recta es la tangente del
3 X-1 angulo que ella forma con el
- eje X, es decir
__,..-x-"'" a= tanf
« AN ? Conclusién:
e Eje X r—
Y=Y
a=——-
. X — Xp

Entonces: y—y, = a. (x — xy)

Esta es la forma de encontrar la ecuacidon de una recta conociendo su pendiente y un punto por el que pasa.

EJEMPLO 3:
Dar la ecuacion de la recta que tiene pendiente igual a (-4) y pasa por el punto S = (3, 2)
Los datos con que contamos son los siguientes: a =(—4) , x,= 3 , Yo = 2. Reemplazamos en la
formula deducida y nos queda lo siguiente:
y—2=(-4)x-3) = y—-2=—-4x+12 = y= —4x+14
De esta forma la recta que buscabamos es y = —4x + 14
Como puede observarse facilmente, esta recta tiene la pendiente pedida y también el punto S pertenece a ella.

Nos proponemos, ahora, encontrar la ecuacion de una recta conociendo dos puntos por los cuales pasa.

Sea la ecuacion de la
recta

1 y=ax+bh

=y y tomamos dos puntos
Ho= (%0, ¥y) \ que pertenecen a ella:

Py = (%0 ; Yo)
P = (x5 y)

Hemos dicho ya que:

1
\,,-'

Eje X
- ! a= tanff =
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Utilizando la férmula que hallamos anteriormente nos quedaria que:

Y1-Yo
X1~ X0

)' (x — xp) = L=% = n=Y
X — Xo X1 — Xo

Y=Y =a.x - x) = y—yo=(
Entonces la fdrmula para hallar la ecuacién de la recta de la cual conocemos dos de sus puntos es:
Y — Yo _ Y1 — Yo

x_xO xl_xo

EJEMPLO 4:
Dar la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos A=(—4, -1) y B=(2, 4)

Los datos con que contamos son los siguientes:

xo=(-4) , y=0-1) , xx=2 , yy =4
Reemplazamos en la férmula deducida y nos queda lo siguiente:
y— (1) 4 -(-1 y+1 5

pryy oy Sl S a7 = i gﬁ y+1).6=5.(x+4) = 6y+6=5x+20

5 7
6y=5x4+20—-6 = 6y=5x+14 = y=5x+§

. .. 5 7
Es decir la ecuacion de la recta buscadaes: y = X+

s
Eje Y

B=(2, 4)

Eje X

A=(4,1)

2.2 CONDICIONES DE PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS
1) Dos rectas L y L’ son paralelas (y escribiremos L || L°) ,siy solo si(555i) forman el mismo angulo

con el eje X, es decir dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente.
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£
EjeY
L: y=ax+b \
g L: y=ax+b
£ &
- o L 3 S
¢ Eje X
¢ L 555i a=da
¥
2) Dosrectas L y L° ,con pendientes no nulas, son perpendiculares (y escribiremosL 1 L") siysolo

si sus pendientes son opuestas e inversas.

N

4 P) 0 N 2 4

T| Bl AR el = —i con aya € R — {0}

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.11
1) Dada la funcién lineal f(x) = — 4x + %

a) Graficar

b) Indicar Dominio e Imagen de la funcidn, pendiente y ordenada al origen

‘NIE4: FaIn.UNCo
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¢) Hallar los puntos de interseccion con los dos ejes coordenados
d) Dar una recta paralela a ella que pase por el punto P = (—3,-1)

e) Dar una recta perpendicular a ella que pase por el punto Q = (4,1)
2) Dar unarecta L° que sea perpendiculara L:y = — %x + 3,y pase por su raiz.
3) Dadas las siguientes rectas, indicar cuales son paralelas y cuales son perpendiculares. Justificar
cada respuesta.
1 1
Ll:yzix Ly:y=3x—-1 L3:y=—§x+5 Ly:y= —2x+2

1
Ly: y= —3x

4) ¢A cudl o cudles de las siguientes ecuaciones podria corresponder el grafico? ;A cudles no?

Explica tus respuestas.

y a)y=2x+5
! b)yy=2x-5
' : c)y=-2x+7
‘ By d)y=-5x+10
ﬂl "X e)y=-4x-7
5) Para las rectas: Ry: —2y =5x—3, Ry:2(x—5)—7y=0 y Ryy+,x—-3=0

a) Graficar.
b) Indicar dominio, imagen, pendiente y ordenada al origen.
¢) Hallar los puntos de interseccion con los ejes coordenados.

6) Escribir la ecuacion de la recta del dibujo:

5 4 -3 -2 1 0o 1 273 4 §  «x

-2
&
-3
7) En cada inciso, hallar la ecuacion y graficar la recta que verifica los datos dados:

&% FaIn.UNCo
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a) Pasa por los puntos (-8,3) y (9,-1).

b) La pendiente es -2 y pasa por el punto (% 5).

c) Es paralela a la recta con ecuacion —iy —4 =x+ 2, y pasa por el punto (-2,8).
d) Es perpendicular alarecta y = —2x + 5 tiene ordenada al origen igual a 4.

e) Cortaalejexen2yalejeyen g

f) Es paralela a la recta que pasa por (—1,3) y (4,—5) y corta al ejey eny = —5.

g) Es vertical y pasa por el punto (-3,6).

h) Es perpendicular a la recta y = 5x — 8 y pasa por (1,-3)

2.3 ANALISIS DE UNA FUNCION LINEAL
Veremos ahora caracteristicas que pueden analizarse en una funcion.

En principio, se trabajara para la funcion lineal pero luego podremos extender estas ideas a otras funciones.
Estas caracteristicas son: Intervalos de Crecimiento o de Decrecimiento, Intervalos de positividad o de

negatividad y paridad de funciones.

2.3.1 Intervalos de crecimiento o de decrecimiento en funciones

Dada una funcidn continua f(x) y unintervalo de numeros reales (a,b) con a,b € R talque (a,b) S Dom f
diremos que f(x) es ereciente en ese intervalo, si se verifica lo siguiente:

Six; <x, = f(x) < f(x) Vx,x € (a,b)

Tejey

flx2)

Fxq)

) W

X X
/ P Eex

X < x3 ¥y flxy) < Filxy) = flx) es Creciente
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En forma analoga, dada una funcién continua f(x) y un intervalo de numeros reales (a,b) con a,b € R tal

que (a,b) S Dom f diremos que f(x) es decreciente en ese intervalo, si se verifica lo siguiente:
/]
EjeY

Pl

flag) ™

Eje X

W

X < x3 ¥ flxq1) > flxy) = f(x)es Decreciente |

Six; <x, = f(x1) > f(x) Vx,x, € (a,b)

Apliquemos estos conceptos en un ejemplo:

2 . . . .
Dadalarecta L:y= X+ 1 analizar si es creciente o decreciente.

Lo primero que hacemos es
su grafico.

EjeY

Intuitiva y graficamente
observamos que su grafico
tiene tendencia creciente.

Si lo seguimos con la punta
del dedo, nuestra mano
“sube”.

flxz)

flx1)

X
: %2 Eje X

Sin embargo el analisis lo haremos algebraicamente de la siguiente forma:
El dominio de esta funcion, que es lineal, son todos los reales, es decir: Dom f(x) = R. Tomaremos, entonces,
dos elementos de ese dominio y les haremos las operaciones algebraicas necesarias para llegar a obtener su

imagen. Asi podremos hacer la comparacion.
2 2 2 2
Sea x; < x, > 3% < 3% = 3% +1< 3% +1 = f(x) < f(xy)

Luego, f(x) es CRECIENTE.
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2.3.2 Intervalos de positividad o de negatividad

Dada una funcidn continua f(x) y unintervalo de numeros reales (a,b) con a,b € R talque (a,b) S Dom f

diremos que f(x) es positiva en ese intervalo, o que el intervalo (a, b) es intervalo de positividad si se verifica

Vx € (a,b) se verifica que f(x) = 0

En este grafico se puede ver que el
numero es un numero positivo y
esto sucede con cualquier valor de
la variable “x" que tomemos
perteneciente al intervalo , siendo
“r" la rafz de la funcién lineal

planteada.

Es decir que el intervalo es
intervalo de positividad de la
funcion.

negatividad, si se verifica lo siguiente:

EjeY

fFilxe)

7

En forma analoga, dada una funcién continua f(x) y un intervalo de nimeros reales (a,b) con a,b € R tal

que (a,b) € Dom f , diremos que f(x) es negativa en ese intervalo, o que el intervalo (a,b) es intervalo de

V x € (a,b) se verifica que f(x) < 0

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.2

1) Dadalarecta L:y= —2x+%

a) Graficarla

Si analizamos el grafico del recuadro, de la funcién f(x) podremos deducir que el intervalo (—oo,7) es un
intervalo de negatividad, pues, para cualquier valor de la variable “x” que tomemos dentro de este, el

nuamero que resulte como imagen sera un numero negativo.

b) Analizar si es creciente o decreciente

¢) Hallar su raiz
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d) Indicar sus intervalos de positividad y negatividad

mas desccupados Mayor pobraza...

Cilras o porcentaies it U peblacion |

Gl

91 92 93 94 95 596 97 98 99 00

s

2) Para cada una de las siguientes funciones indiquen el dominio, la imagen y los intervalos de

crecimiento y decrecimiento.

x y=-3x*-5
8) Dada la funcién f(x) = —3x2 — 5 3
a) Completar la tabla de valores: -
b) Graficar en un par de ejes coordenados. 2
¢) Analizar Dominio, Imagen, Intervalos de Crecimiento vy ;I.
Decrecimiento, Intervalos de Positividad y Negatividad. 0
1
2
3

2.3.3 Paridad e imparidad de funciones

Dada una funcidn continua f, diremos que f es una funcion par, si se cumple que la imagen de un nimero de
su dominio es igual a la imagen del opuesto de ese numero. Graficamente, la funcién presenta una simetria
con respecto al gje Y.

En lenguaje simbdlico daremos la siguiente definicion:

fiDom f - Im f esuna funcion par, si se verifica que f(x)=f(—x) Vx € Domf

EJEMPLO 5: Analizar si la funcién f(x) = x? + 1 es una funcion par.

Calculamos, en forma genérica la imagen de un nimero cualquiera de su dominio, al que llamaremos x .
Diremos, entonces que f(x) = x2 +1

Vemos, ahora, qué ocurre al querer calcular genéricamente la imagen del opuesto de este numero
seleccionado que seria (—x). Tenemos que: f(—x) = (—x)?+1 = x2+1 = f(x)

Concluimos que, como f(x) = f(—x) , entonces la funcién f es par.
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Veamos, por tomar un ., . . o .
sjemplo que: Dada una funcién continua f, diremos que f es una funcion impar, si se
cumple que la imagen del opuesto de un numero de su dominio es igual al
fM=2yf(-1)=2

Es decir, para cualquier valor
que analicemos la imagen de

él sera la misma que la En lenguaje simbdlico daremos la siguiente definicion:
imagen de su opuesto.

opuesto de la imagen de ese numero. Graficamente, la funcién presenta

una simetria con respecto al origen de coordenadas.

f:Dom f = Im f es una funcién par,

Notemos, también, que la si se verifica que f(—x)=—f(x) Vx € Dom f
grafica de la funcidn
presenta una simetria con
respecto al gje Y.

EJEMPLO 6: Analizar si la funcion g(x) = %x*” es una funcién impar.

Calculamos, en forma genérica la imagen de un nimero cualquiera de su dominio, al que llamaremos x.

Diremos, entonces que g(x) = %x3 = —g(x) = —%x*”

Vemos, ahora, qué ocurre al querer calcular genéricamente la imagen del opuesto de este numero

seleccionado que seria (—x). Tenemos que: g(—x) = % (—x)3 = —%x3

.
5
3
g
S

N2,

[
AR
HiR00 "

FaIn-UNCo

ER:
e,
0,



100 Mobdulo de Matematica # Unidad 03: Funciones

Concluimos que, como g(—x) = —g(x) , entonces la funcién f es impar.

Veamos, por tomar un ejemplo
=+ que:

(2=4=>-g(2)=-4
yg(-2)=-4

Es decir, para cualquier valor que
analicemos la imagen del nimero
} 1 } opuesto, sera, el opuesto de la
) ! imagen del numero.

o

Notemos, también, que la grafica
de la funcién presenta una
simetria con respecto al origen de
coordenadas.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.3

1) Analizar la paridad de la funcion h(x) = —gx +2

2) Indicar Verdadero o Falso segun corresponda, justificando la respuesta:
(@) Lafuncion f; (x) = —x* + 3 es IMPAR

(b) La funcion f, (x) = —3x +% es PAR
(6) La funcion fs (x) = x3 es IMPAR

Observacion importante: Hay funciones, como la del punto 1) que no resultan ser ni pares ni impares

3) Analizar, utilizando la definicidon de funciones pares o impares, si las siguientes funciones son pares,
impares o ninguna de las dos cosas.

@) f(x)=—-x*+3

(b)yg(x) =x—-1

(©) h(x) =

dnkx) =2x+1

e Il(x)=x*+2x-3

F m(x) = —2x2

4) Sabiendo que f es una funcion impary f(—12) = 3, resolver la siguiente inecuacion:

f(12).x* -4 <5
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3 ESTUDIO PARTICULAR
DE LA FUNCION CUADRATICA

Una funcién cuadratica es una funcién polinémica, definida de reales en reales, de la siguiente forma:

f: R—>R talque f(x) =ax®>+ bx + con a,b,c ER y a#0
El dominio de una funcidon cuadratica es R pero la imagen no abarca a todos los reales.
Ya estudiaremos que segun sea la orientacion de la parabola surge el conjunto imagen.
La grafica de una funcién cuadratica es una PARABOLA. Toda parabola tiene un VERTICE (punto donde la
parabola alcanza su maximo o su minimo) y un EJE DE SIMETRIA, que es una recta que pasa por el vértice y
es paralelo a alguno de los ejes cartesianos marcando graficamente una particion del dibujo en dos partes
simétricas.
Si fueran los numeros a,b,c € R todos distintos de cero simultaneamente, la ecuacién cuadratica se llama
COMPLETA, mientras que sifuerab =0 o ¢ =0, la ecuacion cuadratica sera INCOMPLETA.
Ejemplos de ecuaciones cuadrdticas completas:

gx) = x*—4x+3 0 m(x) = —x? —6x — 11

Ejemplos de ecuaciones cuadrédticas incompletas:

w(x) = x? —3x 0 z(x) = x*>—4

3.1 DEFINICION DE RAIZ DE UNA FUNCION

Diremos que x, € R es RAIZde la funcién si f(x,) = 0
Esto significa que x, es un numero real que hace que la funcién se anule, es un niumero real cuya imagen
es cero.

Calculemos las raices de las funciones w(x) y z(x)

Por lo tanto, la o las raices de la funcién w(x) seran los valores que hagan cero a la ecuacion.

Volviendo a las funciones cuadraticas anteriores realizaremos dos ejemplos
EJEMPLO 1:

Como la funcion es w(x) = x2 —3x
Escribimos entonces wx)=0 = x2-3x=0 = x.(x-3)=0

= x=0 o x =3 seranlasraices de w(x)

Por lo tanto la funcidn corta al eje X en los puntos R, = (0,0) ; R, =(3,0)

EJEMPLO 2:Parala funcion  z(x) = x? — 4

&% FaIn.UNCo
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Escribimos, entonces: zx)=0 = x2—4=0 > x%2=4

= x=2 o x=(—2) Seran las raices de z(x)
Concluimos que la funcion corta al eje X en los puntos P, = (2,0) ; P, =(-2,0)

Las ecuaciones cuadraticas incompletas permiten calcular sus raices solo con aplicar propiedades de los
numeros reales, pero, si las ecuaciones cuadraticas son completas el despeje no resulta tan sencillo.

Por este motivo, en una ecuacion cuadratica completa, calcularemos sus raices utilizando la llamada
FORMULA GENERAL.

Dada una ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, sus raices x; y x, seran calculadas con la férmula que

enuncia:
—-b + Vb? — 4ac
X =
1.2 2a

EJEMPLO 3: Calcular las raices de g(x) = x? —4x + 3

En este caso tenemos:
a=1, b=(-4) , c=3
Reemplazamos en la férmula general y nos queda:

() +J(H? - 413 4+V16-12 442
N 2.1 N 2 T2

X1 2

De donde podemos deducirque x;, =3 y x, =1 son las raicesy entonces, la parabola corta al eje X en los

puntos @, = (3,0) 'y Q,=(1,0)

EJEMPLO 4:Buscar las raices de m(x) = —x? — 6x — 11

Enestecaso:a=(—-1) , b=(-6) , c=(—-11)
Reemplazamos en la férmula general y nos queda:

—(—6) + /(=6)? — 4.(-D.(-11) _ 6+V36-44 6+V-8
2.(-1) B -2 )

X1,2 =

De donde podemos decir que la funcidn no tiene raices reales, por lo que no corta al eje X.
Aclaramos que no tiene raices reales porque sus raices son numeros complejos y conjugados que no

trabajaremos en este curso.
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Analicemos la funcién: f: R - R* tal que f(x) = %xz -3

Comenzamos completando la tabla y, luego, confeccionamos el grafico en los ejes:

AEje Y

5

x flx) = %.r: -3

4
3
2
1
- 0
«—
4 -3 -2 -1 -1 1 2 3 4

Ahora completamos:

Eje X

103

DOMINIO de f(x)

IMAGEN de f(x)

VERTICE de la parabola

EJE DE SIMETRIA

RAICES de la funcidn

La funcion CRECE EN

La funcion DECRECE EN

INTERVALO/S de POSITIVIDAD

INTERVALO/S de NEGATIVIDAD

¢La funcién es PAR, IMPAR o NINGUNA DE
ESTAS?

¢La ecuacion presentada es COMPLETA o
INCOMPLETA?

ccccc
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3.2 CONCAVIDAD DE UNA PARABOLA
Hemos dicho que las funciones cuadraticas representan una parabola.

Estas pueden ser:

Cdncavas hacia arriba, sia > 0 Cdncavas hacia abajo, sia < 0

Ademas, el valor numérico de a nos indicara si la grafica se acerca o se aleja al eje Y.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 3.11
Grafiquemos las siguientes funciones cuadraticas en el mismo sistema de ejes cartesianos y saquemos las
conclusiones pertinentes:
1 1
f1i0)=x%; f(x)=2x%; fz(x)= -2x% ; f,(0)= §x2 ;o fs(o) = —§x2

Primero completamos cada una de las tablas:

x Jhi(x) x  Jh(x) x fa(x) xR x  fs(x)
-3 -3 -3 -3 -3
-2 -2 -2 -2 -2
-1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 2 2 2 .
3 3 3 3 3

Una vez completada cada tabla, graficar en el mismo sistema de ejes cartesianos las cinco funciones:
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Ahora las conclusiones:

Sia > 1,laparadbola

Si0 <a <1,laparabola

Sia < (—-1), la parabola

Si—1 <a <0,laparabola

3.3 VERTICE DE UNA PARABOLA

Hemos dicho ya, que la parabola tiene un vértice que sera su maximo o minimo.

Las coordenadas del vértice son h y k, es decir el vértice de una parabola es de la forma:

14
= (h, k)

Si recordamos la expresion de una funcién cuadratica como: f(x) = ax? + bx + ¢, las coordenadas del vértice

se calculan con las siguientes formulas:

h=-2 y  k=f(h
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EJEMPLO 5:Volvamos a las funcion g(x) = x? — 4x + 3y calculemos el vértice.

Ya sabiamosque:a=1 , b=(—-4) , c=3
Y que las raices o puntos de corte con eje Xson: @, = (3,0) y Q,=(1,0)

Vamos ahora, a buscar las coordenadas del vértice de la parabola, usando las formulas correspondientes:

h=-2=_EY_%_3 esdecir h=2
2a 2.1 2

Una vez encontrado el valor de h, lo reemplazamos en la funcidn para encontrar el valor de k:
k=gh)= g2)=2>-42+3=4-8+4+3=(-1)

Porlo cual k = (—1)

Esto nos lleva a concluir que el vértice buscadoes V =(2,-1)

Por otro lado, teniamosa =1, 0seaa > 0, entonces nuestra parabola sera concava hacia arriba.

Con todos estos datos (vértice, concavidad y puntos de corte con eje X, podemos graficarla de la siguiente

forma:
3
[ 1 1 1
1 1 1 1
[ 1 2 3 4 ]

EJEMPLO 6: Encontrar la grafica de la funcion m(x) = —x? — 6x — 11 utilizando su vértice, orientacion y
raices.
En este caso ya sabiamosque:a=(-1) , b=(-6) , c=(-11)

Y no habiamos encontrado raices reales, es decir no tenia cortes con el gje X.

Vamos a buscar las coordenadas del vértice de la parabola usando la férmula correspondiente.

= _b_ _ & __ 6 __ ir h=(—
h=—--= ryarrinimiet 3 ,esdecir h = (-3)

Una vez encontrado el valor de h, lo reemplazamos en la funciéon para encontrar el valor de k
k=m(h) = m(-3)= —(-3)2-6.(-3)—11=-9+18—-11 = (-2)

Por lo cual k = (—2)

Esto nos lleva a concluir que el vértice buscadoes V = (-3,-2)
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Por otro lado, teniamos a = (—1) , 0 sea a < 0, entonces nuestra parabola sera concava hacia abajo.
Con todos estos datos (vértice, concavidad y puntos de corte con eje X, podemos graficarla de la siguiente

forma:

Al graficarla observamos claramente, por qué no obtuvimos raices reales cuando quisimos calcularlas con

la férmula general. Su vértice y su orientacidn nos muestran que no cortara nunca al eje de las abscisas.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 3.11I

;g P . s s 11 - 0 02 q
1. Hallar vértice y raices de la funcién cuadraticav(x) = x? + x — a Indicar su orientaciony graficar.

2. Hallar vértice y raices de la funcién cuadratica t(x) = —2x? + 12x — 14. Indicar su orientacién y
graficar.

3. Completar el siguiente cuadro:

Funcion a|b|c Raices Vértice Eje de Simetria | Ordenada al origen
y=-x2+2
y
=2x2 +4x—1
y=x*—4x-5

4, Graficar las siguientes parabolasy determinar las coordenadas del vértice y las intersecciones con
los ejes. Analizar conjuntos de Positividad y Negatividad. Estudiar, en cada inciso, si la funcién es

par o no.
7

a) y=2x*—4x— b) x% — x — 2 0)—1x2+1x—5
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FORMAS POLINOMICA, CANONICA Y FACTORIZADA DE UNA FUNCION CUADRATICA.

Hasta ahora, hemos trabajado con la expresion f(x) = ax?+ bx + ¢ , la que recibe el nombre de FORMA
POLINOMICA de la funcion.
Pero, cuando se tiene el vértice V = (h, k) se la puede escribir como f(x) = a (x — h)? + k expresion a la que

vamos a llamar FORMA CANONICA de |a funcion.

Ademas, si se cuenta con el coeficiente del término cuadratico (a) y las raices de la funcién cuadratica
podemos expresarla de la siguiente forma: f(x) = a (x —ry).(x — 1) , expresién a la que vamos a llamar
FORMA FACTORIZADA de la funcion

EJEMPLO 7: Al comienzo de este tema dimos cuatro funciones cuadraticas en su forma polindmica. Queremos

llevarlas, ahora, a su forma candnica.

Comenzamos con la primera: g(x) = x%—4x +3

Sea g(x) = x* —4x + 3 , habiamos calculado mas arriba, su vértice que resulté ser: V = (2,-1)
También teniamos que eraa =1

Luego, la forma candnica de esta expresion cuadraticaes g(x) = (x —2)?2 -1

También habiamos calculado sus raices que eran: Q; = (3,0) y Q,=(1,0), es decir que tiene raices en
n=3 y =1
Luego, la forma factorizada de esta expresion cuadraticaes g(x) = (x —3).(x — 1)
Siquisiéramos expresar en forma candnicay en forma factorizada, las otras funciones cuadraticas que dimos
al comienzo de este desarrollo:

m(x)= —x2—-6x—11 ; w() = x2-3x ; k(x)= x*—-4
Debemos notar que cada una de las formas de expresar una parabola nos brinda distinta informacion.
Esto es: la forma polindmica nos permite rdpidamente acceder a la formula general para encontrar sus raices,
la forma candnica nos permite hallar vértice y orientaciéon con solo leer la ecuacién y la forma factorizada nos
brinda a simple vista las raices de la funcién cuadratica.
Todo esto significa que tendremos que aprender a pasar de una forma de expresar a la funciéon cuadratica a

la otra, segun sea lo que necesitamos encontrar.

3.4 PASAJEDE FORMA CANONICA A FORMA POLINOMICA

Explicaremos el procedimiento a través de un ejemplo.

EJEMPLO 8: Dada la funcion cuadratica: f(x) = % (x + 1)2 — 3, hallar sus raices.
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Para aplicar la formula general, necesitamos conocer la funcidn en su forma polindmica, es decir nos
proponemos pasar de forma candnica a forma polindmica.

Este pasaje es sencillo ya que solo necesitamos desarrollar la expresion como se muestra:

1(+1)2 3—1(2+2 +1) 3—12+ +1 3—12+ >
ZX —Zx X —Zx X 2 —2x x2

Entonces, la expresion f(x) = %(x + 1)? — 3 es equivalente a la expresion

flx) = %xz +x— g solo que en el primer caso esta dada en forma candnicay en el segundo caso esta dada en
forma polindmica.

La ventaja es que en esta segunda forma de expresarla tenemos: a =% ; b=1; c= —g y con estos

valores reemplazamos en la ecuacion general ya vista y utilizada

1 12— 4l () 146
2. I

-1 +6

X12 =

N =

De donde podemos enunciar que x; = —1++v6 y x, =—1—+/6 son las raices

ol

3.5 PASAJE DE FORMA POLINOMICA A FORMA CANONICA

Si tenemos la funcién cuadratica dada en su forma polindmica pero nos piden identificar el vértice y su eje de
simetria tenemos que llevarla a su forma candnica. Este pasaje no es tan sencillo como el que vimos reciény
se realiza mediante lo que conocemos como COMPLETAMIENTO DE CUADRADOS.

En primer lugar tenemos que recordar que para desarrollar el cuadrado de un binomio contamos con la
formula que dice: (x + )% = x? + 2xr + r?

El segundo miembro de esa formula es conocido como 7rinomio Cuadrado Perfecto.
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EJEMPLO 9:Dada la funcidon h(x) = x% — 10x + 28 en forma polinémica, calcular su vértice.

Ponemos nuestra atencién en los dos primeros términos y tratamos de calcular el término que falta para que

el trinomio sea cuadrado perfecto.
x? —10x+. .. ...

—10x

_ 2 _
- =7r=(-5),luego r* =25

Pero tenemos que —10x = 2xr = r=
Es decir que el término que falta es un 25.

Trabajamos con la expresion de la siguiente forma:

x2—10x+28 = x2—10x+25+3= (x2—10x+25)+3= (x—5)?>+3

Logramos asi que la expresion que estaba dada en su forma polinédmica
h(x) = x? —10x + 28
pase a estar dada en su forma candnica g(x) = (x — 5)? + 3 donde se puede leer facilmente cual es su vértice.

En este ejemplo se cumplia que a = 1, veremos como proceder cuando esto no sea asi.
EJEMPLO 10:

1 5 ;.
Sea g(x) = Exz —3x+ S expresar en su forma candnica.

Lo primero que tenemos que hacer es sacar factor comun el valor que acompana al término cuadratico
1 5

—x?—-3x+- =
22X Ty

1
= E(x2—6x+5)

= %[(x2—6x)+5]
1
= E[(x2—6x+9)—9+5]
= Zl-37 4
1
= E(x—3)2—2

De esta forma, la expresion que teniamos en forma polinédmica esta ahora, en forma candnica

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 3.1V

1) Dar vértice, raices y eje de simetria de la funciéon cuadratica

s(x) =(=2)(x+4).(x — 1),y luego graficar.

2) Dar vértice, raices y eje de simetria de la funcidn cuadratica m(x) = %xz + 2x + 1. Graficar

2
3) Dar vértice, raices y eje de simetria de la funcién cuadratica t(x) = 2 (x + %) — 3. Graficar

4) Expresar cada una de las siguientes funciones en la forma en que se pide:
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a) f(x) = x* — 4x + 3 en forma candnica.
b) gx) = —i(x + 2)(x — 3) en forma polinédmica.

c) h(x) = 2(x — 3)? — 2 en forma factorizada.

5) Escribir la ecuacion de todas las funciones cuadraticas que cumplen las siguientes condiciones:
a) Tiene vértice en (—3,—2) y pasa por el punto (0,1).
b) Tiene vértice (0,-5) y no corta al eje x.
c) Tiene una unica raiz en x=3 y corta al eje y en y=b.
d) Corta al eje x en x=-5y en x=3 y su imagen es el intervalo (—, 4]

e) Las raices son x; = —4 y x, = 2y el coeficiente principal es -1.

6) Graficar las siguientes parabolas y determinar las coordenadas del vértice, las intersecciones con

los ejes y el eje de simetria.

a) f(x)=3(x+;)2+% b)2.(x+3)(x—%)

3.6 EJERCITACION:

1) Trace la grafica de cada funcién e indique todos los puntos de interseccién x y y en cada grafica

a) Px)=x*-4 b) Q)= (x—4)?

¢) R(x)=2x*>-2 d Skx) =2(x-2)>2

2) Dadas las siguientes funciones cuadraticas, realizar los pasajes necesarios para hallar las graficas
de las mismas.
a) fx)=x*+4x+1
b) g(x) =1+ 8x—x?
c) h(x)=-2x%2+12x +12
d) i(x) = 6x — 3x?

e) jx)=x*—x—6

3) Encontrar el valor maximo o minimo de las siguientes funciones.
a) f(x)=2x*+4x-5
b) g(x)=1-—x—x?
c) h(x)=2x%+4x+3

4) Una piedra es lanzada hacia arriba desde lo alto de un edificio. Su altura (en pies) arriba del suelo
después de t segundos esta dada por la funcidn:
h(t) = —16t2 + 48t + 32

ccccc
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¢Cudl es la altura mdxima que alcanza la piedra?

5) La utilidad P (en ddlares) generada por vender x unidades de cierta mercancia esta dada por la
funcién:
P(x) = —1500 + 12x — 0.004x?

¢Cudl es la utilidad maxima y cudntas unidades deben ser vendidas para generarla?

6) Dada la siguiente grafica encontrar: VA
a. La o las raices.
b. El vértice.
c. El intervalo de crecimiento vy / \
decrecimiento. / \
d. Maximos o minimos. I
e. La ecuacidn de dicha funcidn. 0 ?
/ \

7) Una bala de candn disparada al mar desde una bateria en la costa sigue una trayectoria parabdlica
dada por la grafica de la ecuacion:
h(x) = 10x — 0.01x?
donde h(x) eslaalturade la balade candn sobre el agua cuando ha recorrido una distancia horizontal
de x pies.
(a) ¢Cudl es la altura maxima que alcanza la bala de candn?

(b) ,Qué distancia recorre horizontalmente la bala de candn antes de caer al agua?

4 ESTUDIO PARTICULAR
DE LA FUNCION CUBICA

En este curso estudiaremos las funciones polinédmicas de grado tres en su forma candnica, por lo tanto,

diremos que una funcién cubica es una expresion de la forma:

fX)=a(x—h)?3+k
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EJEMPLO 1:Sea la funcién: g(x) = (x —1)3 +2

Para intentar graficarla,
completamos la tabla:

X alx

Vemos que el punto P = (1,2) es el punto donde la funciéon cambia de cédncava hacia abajo a cédncava hacia
arriba. Es decir que es el punto donde se da un CAMBIO DE CONCAVIDAD

Analizaremos, ahora, los efectos que produce, en la forma del grafico, el valor de a . Para eso graficaremos
las siguientes funciones cubicas y sacaremos nuestras propias conclusiones

1 1
i) =235 L) =2x; frx)=-2x> ; filx)= §x3 ;o fs(x) = —§x3

2l |WFiE) x [ R * [ fa® x [ 5
_2 -

_1 :i -1 :i :i

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

2 5 z 2 2
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Una vez completada cada tabla, graficar en el siguiente sistema de ejes cartesianos las cinco funciones
(sugerencia: graficar cada una de ellas en distinto color de tinta para distinguirlas mejor):

Ahora las conclusiones:

Sia > 1,lagraficadelafuncion

Si0 <a <1,lagraficadelafuncién

Sia < (—1),lagrafica de la funcién

Si—1 <a <0,lagraficadelafuncion

A esta altura ya conocemos la forma que toma la grafica de una funcién cubica por lo que podemos pensar

determinadas caracteristicas

10Nz,
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1) El dominio de una funcidn cubica es

2) La imagen de una funcién cubica es

3) ¢Como es el crecimiento en una funcidn cubica? Explica

4) ¢Tiene, una funcion cubica, intervalos de positividad y negatividad? Explica.

Graficar las siguientes funciones. Indicar dominio e imagen. Determinar las intersecciones con los ejes
(realizar los calculos correspondientes). Indicar si la funcién impar o no, justificando la respuesta. Indicar los
intervalos de positividad y negatividad.
a)y=-—x3+2 b)y=4(x—1)3-3 c)y=—-(x—-3)3-1
5) Trace la grafica de cada funcidn e indique todos los puntos de interseccion x y y en cada grafica:

a) P(x)=x3-8

b) R(x) =—x3+27

c) S(x)=—-(x+2)3

d) QC)=;(r—1)°+4

e) T(x)=—(x+2)*+27
6) Se ha de construir una caja con una pieza de carton de 20 cm por 40 cm, cortando cuadrados de

longitud x de lado de cada esquina y doblando los lados hacia arriba, como se ve en la figura.
a) Exprese el volumen V de la caja como funcidn de x.
b) ¢Cual es el dominio de V? (Use el dato de que la longitud y el volumen deben ser positivos.)

¢) Trace una grafica de la funcidén V, y usela para estimar el volumen maximo para esa caja.

< 40 cm4>|i

i } :

20 cm A

4

5 FUNCIONES DADAS PORPARTES

Una funcidn f esta definida por partes, si la ley que define la dependencia entre sus variables, cambia, segun
el valor que se tome de la variable independiente.
Es decir, al eje X se lo considera formado por conjuntos disjuntos entre si (que no tienen interseccién) para

establecer la definicidon de la funcion.
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Un ejemplo de funcidn por partes es el siguiente:

1
f(x)={§(x+3)2—2 si x<(-2) -3 si —2<x<2(x—-3)3%+2 si 2<x <5

Observemos que el conjunto de valores que toma la variable independiente (en este caso todos losx € (—x,5)
se forma porintervalos que serian: (—o,—2) U[—-2,2) U [2, 5) pero sibuscaramos lainterseccion entre ellos
nos daria vacio.

Hagamos el grafico de esta funcién

Nos va a interesar indicar

1) Dominio e Imagen de f

2) Interseccion con los ejes coordenados

3) Paridad de f

4) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

5) Intervalos de positividad y negatividad de f
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Vamos a ir contestando los requerimientos uno por uno:

1) El dominio de f lo integran todos los valores reales que puede tomar la variable independiente (x). En
este caso Dom f = (—o0,5)

La imagen de f son todos los valores reales que se obtienen como resultados de aplicar la funcién a cada
valor del dominio, o sea, todos los valores que puede tomar la variable dependiente (y). En este caso Im f =
{-3} U [-2, +x).

2) Observando el grafico de la funcidn notamos que tiene solo una interseccidon con eje X. Para encontrar
intersecciones con eje X, daremos el valor cero a la variable Y.

Por otro lado, el punto donde corta al eje X se encuentra en el intervalo (—«, —2). En este intervalo la ecuacion
.y e 1 . . . g
de la funcidn es la parabola y = E(x + 3)2 — 2. Por consiguiente, es en esta expresion en la que daremos el

valor cero a la variable y.

Nos quedara entonces:

0=>(x+3)2-2 = -(x+3)?=2 = (x+3)=4 > |x+3]|=2

Segun este resultadoseria x+3=2 o0 x+3= -2 ,porlocualseriax=(-1) o x = (=5)

Hemos dicho que el punto de corte con eje X se encuentra en el intervalo (—o,—-2) y el valor x = (=1) o
pertenece a dicho intervalo. Entonces a ese valor lo DESCARTAMOS.

Concluiremos, pues, en que el punto de corte con eje X es el punto A = (—5,0)

También, observando el grafico de la funciéon notamos que tiene solo una interseccion en eje Y. Para buscar
interseccion con eje Y daremos el valor cero a la variable X.

Por otro lado, el punto donde corta al eje X se encuentra en el intervalo [—2, 2). En este intervalo la ecuacion
de la funcidén es la recta constante y = (—3). Por consiguiente, es en esta expresion en la que daremos el valor
cero a la variable x.

El punto en cuestidn, entonces es: B = (0,—3)

Y no tiene mas puntos de intersecciéon con los ejes coordenados.

3) En este punto se nos pide analizar si la funcion es PAR, es IMPAR o no es ninguna de las dos cosas.

Nos ayudamos con el grafico y observamos que no tiene ninguna simetria (ni

con eje X, ni con el origen de coordenadas), por lo cual podemos concluir que la funcién NO ES PAR NI IMPAR.
Esto debemos justificarlo con contraejemplos.
Si fuera PAR deberia cumplirse que f(x) = f(—x), nosotros sabemos que esto no se cumplira...basta entonces,
con tomar dos valores adecuados.
Tomamos x = 4, entonces sera —x = (—4)
Buscamos f(4) en el intervalo [2,5) , para el cual la ecuacion de la funcidn es
y=(x—3)3+2
Entonces f(4) = (4—3)>+2=1+2 = 3. Tenemos que: f(4) = 3
Ahora buscamos f(—4) en el intervalo (—o,—2), para el cual la ecuacidén de la funcion es

y=%(x+3)2—2.
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Entonces f(—4) = % (-4+3)2-2= %— 2= % Tenemos que: f(—4) = =3
Como puede observarse f(4) # f(—4), luego la funcion NO ES PAR
Andlogamente justificaremos que la funcién NO ES IMPAR buscando f(—4) y [—f(4)] para llegar a la

conclusion que son distintas (el ejercicio le queda a los alumnos)

4) Veremos, ahora, su comportamiento en cuanto al crecimiento.

Observando el grafico notamos que la funcion:

CRECE en el intervalo (=3 ,—2) y también en el intervalo (2, 5). Obsérvese que no lo decimos como una union
de intervalos, pues esto no seria correcto.

DECRECE en el intervalo (—oo,—3)

Y en el intervalo (—2,2) NO CRECE ni DECRECE, es una funcién constante

5) Los intervalos de POSITIVIDAD y NEGATIVIDAD, también los encontraremos observando el grafico de
la funcidén. En este caso tenemos que la funcidn es POSITIVA en el intervalo (—oo , —5) y también en el intervalo

(2,5)
La funcidon es NEGATIVA en el intervalo (=5, 2).

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 5.1

1) Graficar las siguientes funciones por partes. Para cada una estudiar:
a) Dominio e Imagen.
b) Interseccion con los ejes coordenados.
¢) Intervalos de crecimientoy decrecimiento.

d) Intervalos de positividad y negatividad.

si0=x=5

e) Paridad 2x+4 six<0
f(x) {
—2x six>7

—2x*+3 six=0

BGO = x*+5 six>0
51—3 <x<3
h(x) = 2 si3=x<5

—xXx+6 six>5

M) =1 x—1)*+2 si0<x<2

siZ<x<=6

4
{9{){+3)2 3 six<0

ccccc
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6 FUNCIONES RACIONALES

Una funcidén racional es una funcion de la forma:

donde Py Q son funciones polinomiales. Suponemos que P(x) y Q(x) no tienen factor en comun. Aun cuando
las funciones racionales se construyen a partir de polinomios, sus graficas tienen un aspecto muy diferente
del de las graficas de funciones polinomiales

6.1 FUNCIONES RACIONALES Y ASINTOTAS

El dominio de una funcidon racional esta formado por todos los numeros reales x excepto aquellos para los
cuales el denominador es cero. Al hacer la grafica de una funcién racional, debemos poner especial atencidon
al comportamiento de la grafica cerca de esos valores x. Empezamos por graficar una funcién racional muy
sencilla.

EJEMPLO 1:Grafique la funcidon racional f(x) = iy exprese el dominio y rango.

SOLUCION: La funcidn f no esta definida para x = 0. Las tablas siguientes muestran que cuando x es cercana

acero, el valorde f (x) es grande, y cuanto mas se acerque x a cero, mas grande se hace f(x)

/

\

/

SE APROXIMA A -

SE APROXIMA A O

X f(x) X f(x)
-10 -0,1 10 0,1
-100 -0,01 100 0,01
- - 100.000 | 0,00001
700.000 | 0,00000

N\

SE APROXIMA A

SE APROXIMA A O

Estas tablas muestran que cuando x se hace grande, el valor de f (x) se aproxima y esta cerca de cero.
Describimos esta situaciéon simbdlicamente al escribir.

f(x) >0 cuandox » —o y f(x) -0 cuando x - ©

Usando la informacioén de estas tablas y localizando unos cuantos puntos adicionales, obtenemos la siguiente
grafica.
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,|\) f(X) —
CUANDO
+:1 | x—0*
f(x) —0
::(:/)\r;;g " T ) CUANDO X—
""'-—..._‘____ ________
\ ] ] ] ] ] ] ] ] ] _T__I—‘_I\_
R | £ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
O SRR « P ——_.-_3_____ -1 -1 1 2 3 4 5 [}
_\-‘-‘-‘-\--‘--‘""-..
\ 4,
\ L,
f(x) —
CUANDO \ :
\I
Figura 5 Grafica de f(x)=1/x
x| =1
fo) =
1
-2 __
2
-1 -1 La funcidn f esta definida para todos los
valores de x que no sean 0, de modo que el
1 2 dominio {x | x # 0}.
2 De la grafica vemos que el rango es {y | y # 0}
1
— 2
2
1 1
1
2 Z
2

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 6.1

Dadas las funciones racionales

1 a(x)=£
2. b(x):fx"_;;)‘;
3 c(x)=‘*x"_+21
4. d(x) =(3;_22‘)12

(a) Complete cada tabla para la funcion.

(b) Describa el comportamiento de la funcidon cerca de su asintota vertical, basada en las Tablas 1y 2.

(c) Determine la asintota horizontal, basada en las Tablas 3y 4
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X a(x) X b(x) X c(x) X d(x)
1.5 2.5 10 -10
1.9 2.1 50 -50

1.99 2.01 100 -100
1.999 2.001 100 -
0 1000
JATENCION!
Simbolo Significado
x- a X SE APROXIMA A a POR LA IZQUIERDA
x—- at X SE APROXIMA A a POR LA DERECHA

X —> —© X SE VA AL INFINITO NEGATIVO; ES DECIR,x DECRECE SIN LIMITE

xX—> X SE VA AL INFINITO; ES DECIR X AUMENTA SIN LIMITE

Volviendo a la grafica de f(x) = i , definimos que la recta x = 0 se denomina as/ntota verticalde, y la rectay

= 0 es una asintota horizontal. Informalmente hablando, una asintota de una funcién es una recta a la que la
grafica de la funcidn se acerca cada vez mas cuando nos movemos a lo largo de la recta.

Definicién de asintotas verticales y horizontales

1. La recta x = a es una asintota vertical de la funciény = f(x) si y se aproxima a +o cuando x se
aproxima a a por la derecha o por la izquierda.

X—a
CUANDO y — o0

B T
L
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2. Larectay = b es una asintota horizontal de la funcién y = f(x) si y se aproxima a b cuando
X se aproxima a too.

y—b
CUANDO x — o0

Una funcién racional tiene asintotas verticales donde la funcidn no esta definida, es decir, donde el
denominador es cero.

1
6.2 TRANSFORMACIONESDE y = <

Una funcidn racional de la forma r(x) = % puede graficarse al desplazar, estirar y/o reflejar la grafica de
1
fx)=-.

X
EJEMPLO 2: Grafique la funcidn racional, y exprese el dominio y rango.

r@ =773

SOLUCION

1 , . .
Sea f(x) = —entonces podemos expresar r en términos de f como sigue:

2
r® =73

=2 (ﬁ) Factorice 2
=2(f(x—3)) porque f(x) =~

De esta forma vemos que la grafica de r se obtiene de la grafica de f al desplazar 3 unidades a la derecha y
alargar verticalmente en un factor de 2. Entonces, r tiene asintota vertical x = 3y asintota horizontal y = 0.
La grafica de r se muestra en la siguiente figura.
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1 !
A4 -
1
1
ASINTOTA /:
VERTICAL l 2
T3 | x=3 r(x) =
1 X - 3
:
1
A4 !
1
1
1
i
11 d
! i
! ---_\_-‘_———\_
: T—
1
| | Fal | | i | | | | |
| | - | | % | | | | |
_2 1 ] 1 2z 4 5 -] T 8
—.____|__\_\_\__\-|-- : /
_:IHH"-H,, : ;
—{— 1 ;
: ASINTOTA
; HORIZONTAL
I y=0
g 1
1
1
1
|
1
i i
1
1
1
1

La funcidn r estd definida para toda x que no sea 3, por lo que el dominio es {x|x # 3}. De la grafica vemos que
el rango es {y|y # 0}.

EJEMPLO 3: Asintotas de una funcidén racional.

2x2—4x+5

Gr‘afique r(x) = P —oxtl

y exprese el dominio y rango.
SOLUCION

Asintota vertical: Primero factorizamos el denominador

2x2—4x+5_2x2—4x+5
x2—2x+1  (x—1)2

r(x) =

Larectax =1

es una asintota vertical porque el denominador de r es cero cuando x = 1

Asintota horizontal La asintota horizontal es el valor que alcanza y cuando x - =+ oo.

Para ayudarnos a hallar este valor, dividimos numerador y denominador entre x2, la potencia superior
de x que aparece en la expresion:

1 4 5

C2xP—4x+5 3z 2yt iz
Yo —am+1 L2 1
x? x  x?

. . . 4 5 2 1 .
Las expresiones fraccionarias ~ 720, Y 7z Seaproximan a cero cuando x — oo,

4,5
2=tz 2
Entonces y=—7F%=-=2
1——+—2 1
X x

La asintota horizontal es la recta y = 2
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Dominio y rango: La funcidén r esta definida para todos los valores de x que no sean 1, de modo que el dominio
es {x|x # 1} . De la grafica vemos que el rango es{y|y > 2}.

I

| IS |

4

y — 2 cuando y — 2 cuando

X — —00 -3 X — 00

I

-
L
=
-
=1

Eam = —————— — — —
-

HALLAR ASINTOTAS DE FUNCIONES RACIONALES

Sea r la funcién racional
ApX" + Ay XY+t agx + ag

r(x) =
@) b x™+ bp_1x™ 1+ -+ bix + by
1. LAS ASINTOTAS VERTICALES DE r SON LAS RECTAS X = a, DONDE @ ES UN CERO DEL DENOMINADOR.
2.
(a) Sin < m,entoncesr tiene asintota horizontaly = 0.
(b) Sin = m,entoncesr tiene asintota horizontaly = Z—".
n
(c) Sin > m,entonces r no tiene asintota horizontal.

2 o4
EJEMPLO 4:Encuentre las asintotas vertical y horizontal de r(x) = %
SOLUCION
Asintotas verticales:
Primero factorizamos
) = 3x2—2x—1
T 2 D+ 2)
1
2x—1= Cuandox=i
x+2=0 cuando x = —2
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Por lo que las asintotas verticales son las rectas x =

N |-
<
=
I
|
[\

Asintota horizontal

Los grados del numerador y denominador son iguales, y

coeficiente prinipal de numerador 3

coeficiente principal de denominador 2

3

Entonces la asintota horizontal es larectay = 3

TRAZADO DE GRAFICAS DE FUNCIONES RACIONALES

1. Factorizar: Factorice el numerador y denominador.

2. Puntos de interseccion: Encuentre los puntos de interseccion x al determinar los ceros del
numerador, asi como los puntos de interseccion y a partir del valor de la funcidnenx =0

3. Asintotas verticales: Encuentre las asintotas verticales al determinar los ceros del
denominador y, a continuacion, vea siy - 0oy —» —o en cada lado de cada asintota vertical
mediante el uso de valores de prueba.

4, Asintota horizontal: Encuentre la asintota horizontal (si la hay) usando el procedimiento descrito
anteriormente.

5. Trazar la grafica: Grafique la informacidon dada por los primeros cuatro pasos. A continuacién
localice tantos puntos adicionales como sea necesario, para llenar el resto de la grafica de la
funcion.

6.3 EJERCITACION

Dadas las siguientes funciones, grafique y encuentre todas las asintotas horizontales y verticales (si las hay)
1

a) r(x) = —
b) s(x) ==
c) t(x)=—2

-2

d ulkx)=-+3

R

=
|-~

e) wk)= —t 1
h ¥ =5

8 400 =550

h) v(x) = (x+11)2 +1
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7 FUNCIONES IRRACIONALES

Las Funciones Irracionales (también llamadas Funciones Radicales) son aquellas funciones en las cuales una

expresion algebraica de x esta debajo de un signo radical (raiz cuadrada, cubica, etc).

fx) = VP

Su forma general es:

donde P(x) es una expresion algebraica, un polinomio.

En este tipo de funcion debemos tener en cuenta y recordar que, sila raiz tiene un indice par (sin es un numero
par) se necesita que P(x) sea positivo o nulo, es decir debemos plantearnos que sea P(x) = 0.

Esta condicién sera la que determine el DOMINIO de la funcién.

Si el indice es impar (n es un numero impar) no se necesita restriccion alguna para el polinomio radicando,
entonces el dominio de la funcién seran todos los reales.

Estudiemos un ejemplo muy simple de las funciones irracionales: f(x) = x.

Hemos mencionado que el Dominio de estas funciones esta formado por los valores que pueda tomar la
variable independiente x . En este caso debe ser x > 0, lo cual nos indica que el Dominio de f(x) es el intervalo
[0, + )

En su momento hemos aclarado, por otro lado, que el resultado de una raiz cuadrada (como es la que estamos
estudiando) SIEMPRE sera positivo, es decir, siempre tomaremos el resultado positivo de una raiz cuadrada.
Esto hace que, laimagen de f(x) sea el intervalo [0, + o).

Plantearemos una tabla de valores para poder llegar a obtener el grafico de la funcion

A
x flx)
0
1
4
9
€ >
v

Como venimos haciendo con las funciones estudiadas anteriormente, en este caso, nos va a interesar
estudiar:
1) Dominio e Imagen de f(x)

2) Interseccion con los ejes coordenados, silas tiene
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3) Ecuaciones de sus asintotas, si las tiene
4) Paridad de f(x)
5) Intervalos de crecimientoy decrecimiento de f(x)

6) Intervalos de positividad y negatividad de f(x)

Vamos a ir contestando los requerimientos uno por uno:

1) Tal lo dicho, anteriormente, el dominio de f es Dom f = [0, + o) ylaimagende fesImf = [0, +

)

2) Observando el grafico de la funcidon notamos que tiene interseccion con eje X, en el punto P = (0, 0).

Para encontrar intersecciones con eje X, daremos el valor cero a la variable Y. Analiticamente

proponemos Vx =0 = x=0

También, observando el grafico de la funcidn notamos que tiene interseccion con eje Y, en el punto @ = (0, 0).

Para encontrar intersecciones con eje Y, daremos el valor cero a la variable X, o lo que es lo mismo, buscamos

£(0) hallando que f(0) = V0 =0
3) Esta funcion NO TIENE ASINTOTAS

4) En este punto se nos pide analizar si la funcidon es PAR, es IMPAR o no es ninguna de las dos cosas.
Nos ayudamos con el grafico y observamos que no tiene ninguna simetria (ni con eje X, ni con el
origen de coordenadas), por lo cual podemos concluir que la funcion NO ES PAR, NI IMPAR. Esto

debemos justificarlo con contraejemplos.

Si fuera PAR deberia cumplirse que f(x) = f(—x), nosotros sabemos que esto no se cumplira...basta entonces,
con tomar dos valores adecuados.

Tomamos x = 4, entonces sera (—x) = (—4)

Buscamos f(4) y obtenemos que f(4) = V4 =2

Ahora buscamos f(—4) y debemos concluir que NO EXISTE, puesto que el numero (—4) NO PERTENECE al

dominio de la funcién, 2 f(—4)
Como puede observarse f(4) # f(—4), luego la funcion NO ES PAR

Debemos analizar, ahora, si es impar y notamos en el grafico que no tiene simetria con el origen de
coordenadas por lo cual no sera una funcién IMPAR. Esto hay que probarlo analiticamente.

En una funcién impar se cumple que: f(—x) = —f(x)

Por el contraejemplo analizado anteriormente tenemos que: f(4) = V4 = 2y que no existe f(—4) , es decir

que f(4) # f(—4) , luego la funcion NO ES IMPAR

5) Veremos, ahora, su comportamiento en cuanto al crecimiento.

Observando el grafico notamos que la funcién CRECE en todo su recorrido, en todo su dominio.
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Para probar lo que acabamos de afirmar vamos a considerar:

Sean x; ,x, € [0, + ) ,es decir dos nimeros positivos tales que x; < x,
X1 <XxX; = Jx <Y = flx) < fxz)

Por tanto f(x) es Creciente en el intervalo [0, + o)

6) Los intervalos de POSITIVIDAD y NEGATIVIDAD, también los encontraremos observando el grafico de
la funcién. En este caso tenemos que la funcion es POSITIVA en todo su dominio
Osea ("= [0,+w) y notiene intervalos de negatividad
Analiticamente los buscamos de la siguiente forma:
C*={x € Dom f(x) tales que f(x) =0
Debe ser, entonces, f(x) =20 = +x =0
Pero esto es VERDADERO para todos los elementos del dominio, es decirVx € [0, + o)

Luego: C*= [0, + )

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 7.1
Dadas las funciones: g(x) = v—x+4—-3 , h(x)=Vx2-4 y k(x)= —J/x+ 3

a) Graficar. Determinar dominio e imagen.

b) Hallar los puntos de interseccidn con los ejes cartesianos, si existen

¢) Indicar intervalos de crecimiento y decrecimiento y justificar analiticamente
d) Hallar analiticamente los intervalos de positividad y negatividad

e) Analizar paridad.

8 FUNCIONES EXPONENCIALES

La funcién exponencial con base a esta definida para todos los niumeros reales x por:

f(x) =a* dondea>0y a
#1

Suponemos que a # 1 porque la funcidn f (x) = 1* = 1 es precisamente una funcion constante.

A continuacién, veamos algunos ejemplos de funciones exponenciales:

gx) =2* h(x) = 3* i(x) =10*

g(x) tiene base 2 | h(x)tiene base 3 | i(x)tiene base 10

EJEMPLO 1:Evaluacién de funciones exponenciales
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Sea f (x) = 3%, evalle lo siguiente:

@ f(2)
(b) f(m)
(@ f(=2/3)
@ (F(V2)

SOLUCION

Usamos calculadora para obtener los valores de f.

(@ f(2)=3*=9

(b)  f(m) = 3" ~ 31.544
(©  f(=2/3) =~ 04807
(d  f(W2) ~ 4.7288

8.1 GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES

Primero graficamos funciones exponenciales al localizar puntos. Veremos que las graficas de esas funciones

tienen una forma facilmente reconocible.
EJEMPLO 2 Graficado de funciones exponenciales al localizar puntos

Trace la grafica de cada funcién.

@ fl)=3"
b g0 =(2)

SOLUCION

Calculamos valores de f (x) ¥ g(x) y localizamos puntos para trazar las graficas de la Figura 1.
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Graficas de f(x)y g(x)
x | f(x)=3* 1)*
glx) = (g) /
<15
-3 i 27 /
27
9 g =13
-1 1 3
0 1 1
1 3 1 £
3 /
2 9 1 ' il
9 e I '
1 1 ! !
2 45 1 0.5
3 27 1
27

Observe que: g(x) = G)x = Six = 37* = f(—x) de modo que hemos obtenido la grafica de g a partir de la

grafica de f al reflejar en el eje y.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 8.1

Grafique ambas funciones en un conjunto de ejes.
(@ f(x) =2*
(b) g(x) = 27*

GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES
La funcidén exponencial

f(x) =a* (a>0,a+1)

Tiene dominio Ry rango (0, ). La recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de f. La grafica de f tiene

una de las siguientes formas.
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f(x) =a* paraa>1

f(x) =a"

parald<a<1

EJEMPLO 3:1dentificar graficas de funciones exponenciales

Encuentre la funcidn exponencial f (x) = a* cuya grafica se da.

(a) Y

(b)

SOLUCION

(@) Como f(2) = a? = 25,vemos que la base es a = 5. Entonces f(x) = 5*

(b) Como f(3) =a® = %,vemos que la base es a = é Entonces f(x) = (—)

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 8.I1

Encuentre la funcidon exponencial f (x) = a*

cuya grafica nos dan

nx
2
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EJEMPLO 4:Transformaciones de funciones exponenciales.

Use la grafica de f (x) = 2* para trazar la grafica de cada funcion.
(@ gkx)=1+2*

(b) h(x) = —2*
() k(x) = 2%t

SOLUCION

(@) Para obtener la grafica de g(x), empezamos con la grafica de f(x) = 2* y la desplazamos 1 unidad
hacia arriba. Observe de la Figura 3(a) que la recta y = 1 es ahora una asintota horizontal.

(b) De nuevo empezamos con la grafica de f(x) = 2%, pero aqui reflejamos en el eje x para obtener la
grafica de h(x) que se ve en la Figura 3(b).

(c) Esta vez empezamos con la grafica de f(x) y la desplazamos a la derecha 1 unidad para obtener la

grafica de k(x) que se muestra en la Figura 3(c).

(a) (b)

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 8.11I
Grafique la funcién, no localizando puntos sino empezando desde las graficas conocidas. Exprese el
dominio, rango y asintota

(@) f(x)=-3*
(b) g(x) =2* -3
(c) h(x) = 10**3

8.2 LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcidon exponencial natural es la funcién exponencial con base e. Es frecuente llamarla funcidn

exponencial.

f(x) =e*
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Como 2 < e < 3, la grafica de la funcion exponencial natural esta entre las graficasdey =2* y y = 3%,

Figura 6: Graficas de funciones exponenciales

EJEMPLOI: Evaluacién de la funcién exponencial

Evalue cada expresion redondeada a cinco lugares decimales
(a) e
(b) 27053

(©) e**
SOLUCION Usamos la tecla e* de una calculadora para evaluar la funcidon exponencial.

(@) e3 ~ 20.08554
(b) 2e79%3 ~ 1.17721
(¢) e*® ~ 121.51042

EJEMPLO 2: Transformaciones de la funcién exponencial

Trace la grafica de cada funcion.

@ fx)=e™
(b) g(x) = 3%

SOLUCION

(a) Empezamos con la grafica de y = e* y reflejamos en el eje y para obtener la grafica de
y =e .
(b) Calculamos varios valores, localizamos los puntos resultantes y luego enlazamos los puntos con una

curva sin irregularidades. La grafica se ilustra en siguiente figura.
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Figura: 7 Graficas de funciones exponenciales

f(x) = 3e%5% [ //
-3 0.67 /
—2 1.10
-1 1.82
0 3.00 ]
1 4.95 e
2 8.15 o .
3 13.45 B -

EJEMPLO 3Un modelo exponencial para la propagacion de un virus

Una enfermedad infecciosa empieza a propagarse en una ciudad pequena de 10,000 habitantes.

Después de t dias, el numero de personas que han sucumbido al virus esta modelado por la funcién

~ 10,000
5+ 1245¢7%"

u(t)

(a) ¢Cuantas personas infectadas hay inicialmente (tiempo t = 0)?
(b) Encuentre el numero de personas infectadas después de un dia, dos dias y cinco dias.

(c) Grafique la funcién y describa su comportamiento.
SOLUCION

(a) Evaluando en t=0, concluimos que 8 personas inicialmente tienen la enfermedad.
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(b) Usando calculadora, evaluamos para los distintos dias y a continuacién redondeamos para obtener

los siguientes valores.

Dias PERSONAS
INFECTADAS
1 21
2 54
5 678

(c) DelagraficadelaFigura 8 vemos que el numero de personas infectadas primero sube lentamente,
luego sube con rapidez entre el dia 3 y el dia 8 y por ultimo se nivela cuando alrededor de 2000

personas estan infectadas.

La grafica de la Figura 8 recibe el nombre de curva logistica o modelo de crecimiento logistico. Curvas como

ésta se presentan con frecuencia en el estudio de crecimiento poblacional.

3000

0
Figura 8: Curva logistica
= 10,000
Y0 = 53 Tgg5e007
8.3 EJERCITACION
1. Complete la tabla de valores, redondeados a dos lugares decimales, y trace una grafica de la funcidn:

x f(x) = 3e*

f(x) =2e*

x
-3
-2
-1

0

1

2

3
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2. Grafique la funcidn, a partir de la grafica de y = e* (sin realizar tabla de valores). Exprese el dominio,
rango y asintota.

@ f(x)=—e”

(b) y=e*—1

(©) i(x) =e*?2

dy=1-e¢"

() glx) =—e™™

() h(x)=e*?

(&) y=e""+4

(h) y=—e*1-2

3.
(a) Trace las graficas de la familia de funciones:
arx  -x
f(x)zz(ea+ea) paraa =0.5,1,1.5y2
b) ¢De qué forma u valor grande de a afecta a la grdafica?
4, Una paracaidista salta desde una altura razonable sobre el suelo. La resistencia del aire que

experimenta es proporcional a la velocidad de ella, y la constante de proporcionalidad es 0.2. Se puede
demostrar que la velocidad hacia abajo de la paracaidista en el tiempo t esta dada por:
v(t) = 80(1 — 7225

Donde t se mide en segundos y v(t)se mide en pies por segundo (pies/s)

(a) Encuentre la velocidad inicial de la paracaidista.

(b) Encuentre la velocidad después de 5 sy después de 10 s.

(c) Trace una grafica de la funcion de velocidad v(t).

(d) Lavelocidad maxima de un cuerpo en caida con resistencia del viento se denomina velocidad terminal.

De la grafica de la parte (c), encuentre la velocidad terminal de esta paracaidista.

5. Un barril de 50 galones se llena por completo de agua puray, a continuacidn, se le bombea agua salada
con concentracion de 0.3 Ib/gal al barril, y la mezcla resultante se derrama con la misma rapidez. La cantidad
de sal en el barril en el tiempo t esta dada por:
Q(t) = 15(1 — 7004
Donde t se mide en minutos y Q(t) se mide en libras.
(a)iCudnta sal hay en el barril después de 5 minutos?
(b) ;Cuanta sal hay en el barril después de 10 minutos?

(¢) Trace una grafica de la funcién Q(t).
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(d) Use la grafica de la parte (c) para determinar el valor al que se aproxima la cantidad de sal del barril

cuando t se hace grande. ¢Es esto lo que usted esperaba?

6. La tasa de crecimiento relativa de la poblaciéon mundial ha estado disminuyendo continuamente en
anos recientes. Con base en esto, algunos modelos de poblacion predicen que la poblacién mundial se

estabilizara por ultimo en un nivel que el planeta pueda sostener. Uno de estos modelos logisticos es:
P(t) = 73.2 _
6.1 + 5.9¢~0-02¢
Donde t = 0 es el ano 2000 y la poblacidon se mide en miles de millones.
(a) ¢Qué poblacion mundial predice este modelo para el ano 22007 ;Y para el ano 23007?
(b) Trace una grafica de la funcién P para los anos 2000 a 2500.
(c) De acuerdo con este modelo, ¢a qué numero parece aproximarse la poblacion mundial a medida que

pasa el tiempo?

9 FUNCIONES LOGARITMICAS

Sea a un numero positivo con a #1. La funcidn logaritmica con base g, denotada por loga, esta definida por

x =y <=>a¥=x

Por lo tanto, x es el exponente al cual la base a debe ser elevada para obtener x. Cuando usamos la definicion
de logaritmos para pasar entre la forma logaritmica x = yyla forma exponencial a” = x, es util observar que,

en ambas formas, la base es la misma:

FORMA LOGARITMICA FORMA EXPONENCIAL

EXPONENTE
EXPONENTE \

log, x =Yy a¥ =x

BASE / \ BASE

EJEMPLO 1:Formas logaritmicas y exponenciales

Las formas logaritmicas y exponenciales son ecuaciones equivalentes: si una es verdadera, también

lo es la otra. Por lo tanto, podemos pasar de una forma a la otra como en las siguientes ilustraciones.
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FORMA LOGARITMICA FORMA EXPONENCIAL
100,000 =5 105 = 100,000
8 =3 22 =18
1 = 3 2—3 — 1
8 "8
S =r 5"=3S§

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 9.1

Complete la tabla al hallar la forma logaritmica o exponencial apropiada de la ecuacion.

Forma logaritmica Forma exponencial
logg8=1
logg 64 = 2
8%z = 4
8% =512
lacnlg,;1 =—1
8

EJEMPLO 2:Resolver una ecuacién exponencial
Encuentre la solucion de la ecuacion 3**? = 7, redondeada a seis lugares decimales.
SOLUCION Tomamos el logaritmo comun de cada lado

32 =7 Ecuacion dada

log(3**?) =log log 7 Tome log de cada lado

(x + 2)log3 = log7 Bajar exponente (propiedad)

x+2=22 Divida entre log 3
log3
x =gls7 _, Reste 2
log3
x ~ —0.228756 Calcule

VERIFICACION DE LA RESPUESTA

Sustituyendo x = —0.228756 en la ecuacion original y usando calculadora, obtenemos

3(-0.228756)+2 , 7
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EJEMPLO 3:Resolver una ecuacién exponencial
Resuelva la ecuacion 8e* = 20.

SOLUCION

Primero dividimos entre 8 para aislar el término exponencial en un lado de la ecuacion.

8e?* =20 Ecuacion dada

e = 28—0 Divida entre 8

Ine* = ln% Tome el In de cada lado
2x=1In25 Propiedad de logaritmo

_In25
T2

Divida entre 2

x ~ 0.458 Calcule

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 9.1

Encuentre la solucion de la ecuacion exponencial, redondeada a cuatro lugares decimales.

3e* =10
10 BIBLIOGRAFIA
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1 SISTEMAS DE MEDICION
DE ANGULOS

Existen tres sistemas de medicion de angulos que son: Sistema Sexagesimal, Sistema Centesimal y Sistema
Circular o Radial.

1.1 SISTEMA SEXAGESIMAL
Comenzaremos estudiando el mas conocido de ellos que es el SISTEMA SEXAGESIMAL.

En este sistema, las unidades son tres: el grado sexagesimal, el minuto y el segundo. Es el sistema que
seguramente todos hemos conocido y con el que se encuentran graduados los instrumentos de medicion
habituales como el transportador.

Se llama “Sexagesimal” porque cada unidad superior se obtiene con 60 unidades del grado inferior. Asi: 60
segundos forman 1 minuto y 60 minutos forman 1 grado sexagesimal.

Estas unidades se escriben con un circulo en la parte superior (°) para indicar los grados, tilde en la parte
superior (') para indicar los minutos y tilde doble en la parte superior (") para indicar los segundos.

Por ejemplo diremos que el angulo @ = 25°12'37 mide 25 grados sexagesimales, 12 minutos y 37 segundos.

En este sistema un angulo de un giro completo medira 360°

&,

Angulo de un Giro

360°

el angulo de medio giro sera de 180° (conocido como angulo llano)

180°
N

Angulo Llano

y el angulo de un cuarto de giro medira 90° (conocido como angulo recto)

90°
~

Angulo Recto
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Podemos operar con angulos, siempre teniendo en cuenta que trabajaremos con los bloques de la misma
unidad y luego, utilizando la relacidn existente entre unidades dentro del sistema, escribiremos el resultado
en su forma mas simplificada.

Por ejemplo. Sea y = 110°42°

Si queremos duplicarlo, deberiamos hacer el producto 2.7 =2. (110°42") esto resulta en lo siguiente:
2.7 =2.(110°42") = 220° 84’

Pero como se mostré mds arriba, por cada 60" se forma un grado mas, entonces el angulo resultante es:
220°84" = 221° 24’

El mismo razonamiento usaremos para sumar o restar dos angulos, como veremos con el siguiente
ejemplo:

Sean @ =97°46" y f =78°22
Hacer la suma entre ellos, significa hacer: @ + f = 97°46" + 78°22" =175°68" = 176°8’

Hacer la resta entre ellos, significa hacer: @ — f = 97°46" — 78°22" = 19°24’

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.I

1) Siendo @ =27°31" y f =112°45", calcular:
a) a+ b) 3.a+ 72°15° c) 4.6+ 2.a

1.2 SISTEMA CENTESIMAL
Seguidamente, pasaremos a estudiar el sistema de medicién de angulos conocido como SISTEMA

CENTESIMAL.
En este sistema, las unidades también son tres: El grado centesimal, el minuto y el segundo.

Se penso en buscar un sistema de medicion de angulos que tenga una mayor afinidad y relacién con nuestro
sistema de numeracion, el cual, como sabemos, va formando sus unidades superiores cada 10 unidades
inferiores.

Dicho de otro modo, el sistema de numeracion adoptado en el mundo es el Sistema decimal con lo cual se
plantea una diferencia con el sexagesimal que mide angulos.

Este sistema se llama “Centesimal” porque cada unidad superior se obtiene con 100 unidades del grado
inferior. Asi: 100 segundos forman 1 minuto y 100 minutos forman 1 grado centesimal.

Estas unidades se escriben con una letra "G" en la parte superior ( ¢) para indicar los grados centesimales,
tilde en la parte superior (') para indicar los minutos centesimales y tilde doble en la parte superior (") para
indicar los segundos centesimales.

Por ejemplo diremos que el dngulo f = 1891542" mide 18 grados centesimales, 15 minutos centesimales y
42 segundos centesimales.

En este sistema un angulo de un giro completo medira 400¢
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400¢

O N

Angulo de un Giro

el angulo de medio giro sera de 200¢ (conocido como angulo llano) y

200¢

P N .

A'ngu!o Lilano

el angulo de un cuarto de giro medira 100° (conocido como angulo recto)

100¢

~

Angulo Recto

Ya podemos entonces, comenzar a establecer equivalencias entre ellos....
Ejemplo 1) : El angulo y = 72°, esta dado en sistema sexagesimal. Expresar su medida en sistema centesimal

Segun hemos visto, en el sistema sexagesimal un angulo recto mide 90° pero ese mismo angulo, medido con
el sistema centesimal medirda 100¢ . De aqui podemos plantear la relacién entre ellos de la siguiente manera:

90° 100¢

G
o 72° . 100
?2 X = X = T == X = BOG

Eldangulo § = 40° , estd dado en sistema centesimal. Expresar su medida en sistema sexagesimal

Usaremos la misma equivalencia que usamos en el caso anterior registrando los datos que se tieneny la
incdgnita en el siguiente planteo:

100€¢ 90°

g90° . 407
40°¢ x = x= —— = x = 36°
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CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.I1
1. Unir cada medida de los angulos de la izquierda con su equivalente en el otro sistema que figura a
la derecha.

En este sistema de medicidn, también podemos operar con angulos, siempre teniendo en cuenta los mismos
criterios expresados en su momento que son: trabajar con los bloques de la misma unidad y luego, utilizando
la relacion existente entre unidades dentro del sistema, escribiremos el resultado en su forma mas
simplificada.

Por ejemplo: Sea 7 = 7859

Si queremos duplicarlo, deberiamos hacer el producto 2.7 =2. (78959 esto resulta en lo siguiente:
2.7=2.(78%59") = 1569118 = 157°8

Puesto que, como se indico, por cada 100" se forma un grado centesimal mas, entonces el angulo resultante
no ha quedado como: 157¢8

Ahora pasaremos a sumar los siguientes dos angulos:
Sean @ = 214926 y f =102919
Hacer la suma entre ellos, significa hacer: @ + f = 214926+ 102619" = 316645’

Hacer la resta entre ellos, significa hacer: @ — f = 214526 — 102619 = 112¢7°

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.III
1) Siendo@ =56°31" y f =21685",calcular:

a) 3.8 + 38968 b) &@-— 48926 c) 2.8+ &

1.3 SISTEMA CIRCULAR O RADIAL
Ahora pasaremos a estudiar el tercer sistema de medicién de angulos, conocido como SISTEMA

CIRCULAR O RADIAL.

~

En este sistema la unidad es el RADIAN. Diremos que un angulo @ mide 1 RADIAN si su arco es igual al radio
de la circunferencia en la que se encuentra inscripto.
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ARCO
Como se observa en la figura, el ARCO
a es igual al RADIO, entonces el angulo
/ mide 1 RADIAN
/ RADIO

Ahora bien, el perimetro de la circunferencia se calcula de la siguiente manera:

Perimetro=2. .r

Concluimos, entonces, que en un giro completo se encuentran 2 angulos de 1 radian (dicho de manera muy
grosera serian 6,28 angulos de 1 radian, obviamente con la aclaracidon que el numero  es un irracional y su
valor no es 3,14 sino un numero con infinitas cifras decimales no periddicas. El ejemplo se hizo para dar una

interpretacion grafica de la definicion)
Continuando con el razonamiento, la equivalencia seria que:

360° =400° = 2w rad

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 1.1V
1) Escribir cada angulo en los otros dos sistemas:

a. 4= 120° b. 6= 2475 c. é=31rad
4

2) Unir cada medida de los angulos de la izquierda con su equivalente en el otro sistema que
figura a la derecha.

T e .
7 ~. e ~
/ 7= G
// 5= 166,676 / v =243 N\

/ \ / \
/ \ [ §=135° \
f \ \
||' &= 218°42 '| |' '|
\ | \ = 1,215wrad /

f \ /

\ If \ /

\ é= e rad / \ . d /
/ KN = —mra

N\ / T */
. ) ’_,/ . - /’_/

2 RAZONES TRIGONOMETRICAS
EN EL TRIANGULO RECTANGULO

Dado un tridngulo rectangulo, como el de la figura, conocemos el teorema que relaciona las longitudes de sus

tres lados. Estamos hablando del TEOREMA DE PITAGORAS, cuyo enunciado dice: “El cuadrado de la
longitud de la hipotenusa, en un triangulo rectangulo, es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes

de los catetos”.
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En simbolos y observando el triangulo de la figura, quedaria lo siguiente:

A A% = B2 + (?

Este teorema es una herramienta muy importante al momento de calcular medidas que no conocemos, de
lados de un triangulo rectangulo, conociendo algunos datos, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Calcular la longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo, cuyos catetos miden 3cm y 4cm
respectivamente. Hacer la representacion grafica de la situacion.

Si hacemos un boceto de la situacion (cosa que es siempre muy recomendable), nos quedaria el siguiente
grafico con los datos conocidos...

Por teorema de Pitagoras, se sabe que:

H? = (4cm)? + (3cm)? = 16em? +9em? = H? =
25cm? = H=5cm

Es decir, la longitud de la hipotenusa buscada es de 5 cm

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.1
1) En un tridangulo rectangulo, se sabe que la hipotenusa mide 8,5cm y uno de los catetos mide 7cm.
¢;Cudnto medird el otro cateto?
2) Una escalera de 3m de altura tiene un extremo apoyado al piso y el otro apoyado a la pared. Este
ultimo se apoya sobre la pared a una altura de 2,2m. ;A qué distancia de la pared se encuentra el
extremo apoyado sobre el piso?

Conocer este teorema nos permite calcular lados faltantes en un triangulo rectangulo con los datos que nos
dan.

Este procedimiento de encontrar datos faltantes en un tridngulo, se conoce como “Resolucién de triangulos”.
Es decir: “Resolver” un tridngulo significa encontrar datos faltantes, a partir de los conocidos.

Otra caracteristica conocida de los triangulos en general y de los triangulos rectangulos en particular que
nos va a servir para poder resolver triangulos es, que la suma de sus dngulos interiores siempre dda 180°

Es decir:
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Sabemos que:
@+ f +7 = 180°
Por ser triangulo rectangulo, el angulo

¥y = 90°
Entonces resulta que:
@+ f = 90°

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.11

1) Calcular la amplitud del angulo 8, sabiendo que el triangulo es rectangulo en p

yque @ = 25°15°. La amplitud hallada, expresarla en los otros dos sistemas de i' E'Jk
medicidon de angulos.

A 2) En el triangulo isdsceles de la figura, se sabe que cada angulo de la base
/ - , e - s
S~ mide 27°10° . Calcular el angulo opuesto a la base del triangulo.

Ahora definiremos relaciones que vinculan dos de los lados de un triangulo rectangulo con uno de sus angulos
agudos.

Construimos, entonces, sobre un angulo agudo un triangulo rectangulo ABC, como muestra la siguiente
figura:

Vamos a definir las tres razones trigonométricas fundamentales que son:
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. longitud del cateto opuesto a a
senode o = & P

: ; & send = —%
longitud de la hipotenusa AC

. longitud del cateto adyacente a &
coseno de a =

. AB
: : & cosO = —
longitud de la hipotenusa AC

longitud del cateto opuesto a a

. BC
& Igo=—

tangente de o = - -
longitud del cateto adyacente a o AB

Existen tres razones trigonomeétricas, denominadas secundarias, que son las inversas de las que se acaban
de explicary son:

. longitud del cateto adyacente a & . AB
cotangente de o = - - clga =—
longitud del cateto opuestoa o BC
N longitud de la hipotenusa . AC
secante de o = . — & seco = ——
longitud del cateto adyacente a o AB
. longitud de la hipotenusa .~ AC
cosecante de o = <&>Cosec o = —

A

longitud del cateto opuesto a o

Notemos que la razdn trigonométrica surge de la division entre dos magnitudes de la misma especie, por lo
cual su resultado es un niimero abstracto.

También puede observarse que cada una de las razones trigonométricas secundarias es la inversa
multiplicativa de una de las fundamentales. Es decir:

1 R 1
; cosec @ =

cotg & = — ;0 Seca =

tg @ cos cos &

Sen @

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 2.I11
1) Paraeltriangulo de la figura y con los datos dados, calcular:

2) tgpn 3) longitud de la hipotenusa C 4) senfi 5) 6) cosfi 7)

ggggg
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8) Con los datos que se tienen, calcular los elementos faltantes en los siguientes triangulos:

a) A b)

4.5cm

B B

8,3cm 9,5cm

a 8,36cm

37°

9) Una escalera de 3 metros de largo, tiene un extremo apoyado en la pared. Forma, con el piso, un
angulo de 29°. Calcular a qué altura de la pared se apoya el extremo superior de la escaleray a qué
distancia de la pared (sobre el piso) se encuentra el otro extremo de la escalera.

10) Cuando los rayos de sol forman con el piso, un angulo de 23°, un arbol proyecta una sombra cuya
longitud es de 4,3 metros. Cual es la altura del arbol?

3 RELACIONES TRIGONOMETRICAS
DEL MISMO ANGULO

Volvamos nuestra atencion al dibujo del triangulo rectangulo sobre el cual hemos definido las razones
trigonométricas...

o, E_ ot
Recordemosque Sen & — — yque cos d =
AC AC

[
&

Primera relacién: La tangente de un angulo se calcula haciendo el
cociente entre el Seno y el coseno de dicho angulo.

] /b Sen @ _

COs @

= tg a

SRR
B
5 |
| &)

Segunda relacién: esta relacion es conocida como la “Relacién fundamental” de la trigonometria y enuncia
gue para todo angulo se verifica que la suma del seno al cuadrado mas el coseno al cuadrado da siempre uno.

En simbolos:
(Sen @)? + (coscos@)? =1
Vamos a probar esta afirmacion:
5 (@) -
ac) - \AC) - (ac)’

Por teorema de Pitagoras, la suma de los catetos al cuadrado es la hipotenusa al cuadrado, entonces la
expresion anterior queda:

(Sen @)? + (coscos@)? = (
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B_C>2 (A_B>2_ BC*+ AB* A’

)2 ) 2 — e— f— - @ — - —
(Sen @)* + (coscos @) <£ AC (AC)Z Ac’

Siguiendo el objetivo de encontrar datos faltantes en un triangulo mostraremos con un ejemplo que, utilizando
estas relaciones, podemos calcular TODAS las razones trigonométricas de un mismo angulo, solo conociendo

una de ellas.

Sabiendo que el Sen @ = 0,257, calcular las demas razones trigonométricas del angulo
Comenzamos utilizando la relacién fundamental, por lo cual planteamos que
(Sen@)?> + (coscos@)? =1 = (0,257)* + (coscos@)? =1 = 0,066+ (coscos@)? =1
(coscos @)? =1—0,066 = (coscos@)?= 0934 = coscos@ = 0,966

Ahora, usaremos la otra relacion que dice que la tangente se calcula haciendo el cociente entre seno y coseno
del angulo

tga = Sen > tga= 0,257 = tga= 0,266
ga= cos & ga= 0,966 ga=>5

Hasta aqui hemos logrado obtener las tres razones trigonométricas fundamentales, ahora nos ponemos a

buscar las secundarias

1 1
tg @ = = cotg @ = —— = cotg & = 3,759
cotg @ -y cotg @ 0266 cotg @
Sec @ —1 S 74 —1 Sec @ = 1,035

— = = ==
eca cos cos @ = oec a 0,966 eca ’

a ! 74 ! @ = 3,891

= = = — = =
cosec @ = < —— cosec @ 0257 cosec & ,

Hemos finalizado obteniendo las 6 razones trigonométricas del angulo & , a partir de conocer un solo dato que
era Sena = 0,257.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 3.1
1) Sabiendo que cos cos f = 0,421, calcular las deméas razones trigonométricas

4 RELACIONES ENTRE RAZONES
TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
COMPLEMENTARIOS

Diremos que dos angulos son complementarios si sumados dan un angulo recto, es decir que la suma de sus
amplitudes da 90°.

Por ejemplo el complementario de un angulo @ = 37° esotro angulo B = 53° puesto que

@+ = 37°4+53° = 90°
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Los angulos agudos del triangulo rectangulo son complementarios ya que entre los tres angulos suman 180°
y uno de ellos mide 90° por ser recto, entonces la suma de los otros dos es 90°. Vamos a encontrar relaciones
entre razones trigonomeétricas de angulos complementarios.

Volvamos a la figura original en la que estudiamos las razones trigonométricas de los angulos agudos del
triangulo rectangulo...

A CB 5
Send = —= Sen ff =
L AC
AB
AC
- AB CB
cosd = — IfOSB = =
AC AC
BC 5 AB
tga = — t = —
g AB g ﬁ BC
AB

Si observamos el cuadro, podemos notar que:

i F = p = L&
i) Sen@ = cosff = ac
. 5~ 5 _ AB
ii) cos@ = Senf3 = ac
L1 5 _ BC
iii) tga——tgﬁ = cotg [ = 5

En lenguaje coloquial podriamos decir que el seno de un angulo es el coseno de su complementario, el coseno
de un angulo es el seno de su complementario y la tangente de un angulo es la cotangente de su
complementario.

CONSOLIDACION DE CONCEPTOS 4.1

1) En la actividad anterior hemos dicho que cos cos § = 0,421 y pudimos calcular las demds razones
trigonométricas del angulo . Agregamos, ahora que 6 es complementario de £, por lo cual nos
proponemos calcular todas las razones trigonomeétricas de 9.

2) Nos informan que: cos cos i = 0,371 , calcular:

q) (osecltcotgR b) Sen (90°— ) +tg (90° — ) —Secfi =
2

La trigonometria tiene como aplicacién fundamental el hecho de resolver problemas de aplicacién a través de
las herramientas que ella nos proporciona, fundamentalmente en el campo de las ingenierias

Veremos, aqui, una lista de problemas que se resolveran mediante el conocimiento de trigonometria en el
triangulo rectangulo...
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° Un arbol de 5,2 m de altura proyecta una sombra sobre el piso cuando los rayos de sol forman con la
punta del arbol un angulo de 20°. ;Cudl serd la longitud de la sombra sobre el piso? ;Qué dngulo formardn
los rayos del sol con la linea horizontal?

° Un observador esta mirando un globo aerostatico en vuelo con un angulo de elevacion de su mirada
de 60°. Si se corre hacia atras 100 metros, lo observa con un angulo de 30°. ;A qué altura esta volando el
globo?

° Tres ciudades: A, By C estan unidas por carreteras. La distanciade AaCesde 6kmyladeBaCes
de 9km. El Angulo que forman estas carreteras es de 120° y su disposicidn es la que muestra el grafico. ;A
qué distancia se encuentra A de B?

B
h
A 6 km C H
° Un arbol proyecta sobre el piso una sombra que mide 5,1 metros cuando los rayos del sol forman con

la copa del arbol un angulo de 28°10". ;Cual es la altura del arbol? ¢cual seria la medida del angulo
mencionado en el problema bajo el sistema centesimal de medicion?

° Un diminuto extraterrestre esta parado en la punta de la Torre Eiffel que tiene 324 metros de altura,
amenazando destruir la ciudad de Paris. Un Hombre de Negro esta apuntandole su pistola de laser, parado a
nivel del piso, a una distancia de 54 metros de la base de la torre. ¢ Cual sera el angulo que debe darle a su
disparo para derribar al extraterrestre?

7
d

, %324

° El angulo de elevacion de un barrilete, cuando se han soltado 40 m de hilo es 40°. Determinar la altura
del barrilete.
° Desde la cima de un faro de 8 metros de altura, se divisa una lancha con un angulo de depresidon de

8°. Calcular la distancia que separa a la lancha del pie del faro. Calcular con qué angulo se divisa la cima del

faro desde la lancha.
° En el rectangulo ABCD de la figura, se sabe que AB =4,2cm y que BC = 1,47 cm . Calcular la medida

de la diagonal AC y también el angulo que ella forma con la base del rectangulo. Expresar el angulo hallado,
en el sistema circular de medicion.
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° Un poste de 15 metros de altura es partido por el viento y al caer, el extremo que apoya sobre el piso

forma con la horizontal un dngulo @ = 19° 45" . Calcular:
o ¢Cudnto mide la parte que quedoé en pie?
o ¢Cuanto mide la parte que se quebro y toco el piso?
o ¢Qué dangulo forma la parte que quedd en pie con la que se cayd?

° Las ciudades: A y B se encuentran separadas por un rio que es imposible cruzar. Para medir la
distancia que las separa se las observa desde un globo aerostatico que sobrevuela a 2300 metros de altura
conun angulo de depresionde 17°32 paralaciudad Ay de 41°28 para la ciudad B. Calcular la distancia entre
las dos ciudades y expresar los angulos mencionados en e sistema circular de medicidn.

° Una rampa de 7,3 metros de largo forma con el piso un angulo de 15°43". ;Cudl es la altura de la
rampa?
° Del romboide de la figura se tienen los siguientes datos: AB = 5,4 cm y BD = 7,4 cm . Calcular:
o la medida del lado BC , de la diagonal mayor AC y de los cuatro angulos interiores del
romboide.
o Perimetro de la figura
o Superficie total del romboide
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